Anhang B: Lésungen

Kapitel 1
1.1

m My :={xeNy:0<x<9}={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
b= {2k+1e Ny : 0<kAk=<9(ke Ny} =
{3,5,7,...,19} Bem: Die (i.A. nicht explizit erwéhnte) An-
gabe k € Ny ist im Grunde entscheidend. Denn fiir k£ € (0, 9]
sieht diese Menge ganz anders aus:

= {2k+ 1€ Ny : ke (0,9]}

=(1,19]N Ny = {2.3,4,...,18,19}

m My:={xeM :x<5vx>7=1{0,1,2,3,4,7,8,9}

1.2 Es werden hier nur die jeweiligen Mengen angegeben.

a) M, = {1,2,3}
b) M> = [0, 16]
©) M; = (-2.0)
d)M4—[2,OO)
e) Ms = (0, 4]

13

a) x € [0, 00)

b)x € (—1, —%)

c)x e (2,3)

dxe(-1,1)

e) x € (0,2)

f) x € (—00,0]

g) Ungleichung ist fiir kein x € R erfiillt.
h) x € (1,00)

14

a) x € [—6, %]
b) x € (0, 00)

1.5 1. Fall: x > 0. Damit gilt

1
- <a&l<ax
X

% < x, fiir a > 0; hieraus folgt bereits x > 0.

<
L'> x, fiira < 0; Wid., da hieraus x < 0 folgt.

2. Fall: x < 0. Damit gilt

1
- <as1l>ax
X

1
<99 ..
%<x, fira < 0.

> x, fiira > 0; wg. x < 0 gilt das immer.

Hieraus folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung 143t
sich analog zeigen.

1.6
a) Die schriftliche Division von 2 durch 11 liefert:
2:11=0.18...
20
11
90
88
20...
b) Esistx = 0.278 = 2% = B3 Fiir x = 0.15 folgt 100 - x =

15.15 und Subtrahieren von x = 0.15 ergibt 99-x = 15. Also
giltx = %.

) Esistx; = 24+ 2 = T+ 8 = 12 Weiteristx, = 7 — 3 =
%—g Fernerlst3zll:g 7-%-%2.

d) Es gilt z; (x) () ( 2= ) =2 me = S
und z, = (2511)‘3(37) = (2x5-0)f(1);»(z)—7) = 57

1.7 Es ist zweckmiBig, zuerst den Bruch im Zihler mit nur
einem Bruchstrich zu schreiben:
1
d, d—d;
goerA oA
1
T diter(d—dy)
g0erA

Cp =

auf Hauptnenner bringen und addieren

. g0&A
di +e(d—dy)
Damit ist dann:

Kehrbruch bilden.

g0erA
Co  Tired—dp

C, a 80%
_ £0&A d
T di+e(d—di) sA
erd

T A te(d—d)

multiplizieren mit Kehrbruch

multiplizieren und kiirzen.
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Anhang B: Losungen

1.8
2

a) Esistx = 647 = (4) =42 = l6undy = ¥/32 = V25 =
2

b) E.s gilt
a4+ D? x4+ DY (x+ 1)*
O = e T @ T G a1
e+ 1)?
TS

c) Aus T = 27r\/g folgt durch Quadrieren 72 = 472 - é und

o . . 2,
Multiplizieren mit £ ergibt g = %.

: _ 43 _ 4. (d\__4. & _zp
d)ESlStV—gl"]T—g‘(E)ﬂ—§‘§f[—gd.

1.9

3
4
b) Hier sind zwei Fille zu unterscheiden:
Fall 1: x > 7: Die Ungleichung lautetx — 7 < 5 = x < 12,
alsolL; = {7 <x < 12}.
Fall 2: x < 7: Die Ungleichung lautet —x + 7 < 5 = x > 2,
alsolL, = {2 <x<7}.
EsistL =1L, UL, = {2 <x< 12}
¢) Hier sind zwei Fille zu unterscheiden:
Fall 1: 6y +3 > 0 bzw. y > —%: Die Ungleichung lautet
6y+3>5=y>alsol; ={y> 1}
Fall 2: y < —%: Die Ungleichung lautet —6y—3 > 5 = 6y <
—8=y<-—%alsol, ={y<—3}
EsistL =L; UL, ={y: y> % odery < —%‘}.

3/ 3

und r > o
T

a) Aus 3°m > 1 folgt r* >

1.10

a) Es ist log;(10) = 13 = 1.1833...

b) Aus 1g((4x)?) = 5 folgt 21g(4x) = 5 = lg(4x) = % =
5

¢) Aus y = /W = X folgt durch Logarithmieren f(x) = x° -
In(x).

1.1

a) v/x+ 1 =x.Da /.. > 0ist, muss x > 0 sein. Quadrieren
ergibt x+ 1 = x> bzw. x> —x— 1 = 0. Die p/q-Formel liefert

X1p = % + ,/i +1= %g Wegen x > 0 folgt x = #
b)x—2 = /x.Da /.. > 0ist, muss x > 2 sein. Quadrieren
ergibt x> —4x + 4 = x bzw. x> — 5x + 4 = 0. Die p/g-Formel

S+ /B-4=5+,3=3x)=41
Wegen x > 2 scheidet x = 1 aus und es verbleibt x = 4 als
Losung.

c) vx—1+4 +/x+ 1 = 2. Quadrieren ergibt x — 1 +x + 1 +
2/x —14/x+1 = 4 bzw. 24/x— 14/x+ 1 = 4 — 2x oder
nach Kiirzen +/x — 14/x + 1 = 2 — x. Nochmals Quadrieren
ergibt (x—1)-(x+1) = 4—dx+x> bzw. x> — 1 = 4—4x+x?
oder 4x = 5, also x = %. Durch Einsetzen bestitigt man die
Losung.

liefert x;, =

AN @

>
T

./

—1 1 —4 -3 -2 -1 ‘ 1 2 3 4

Abb. B.1 Die Funktionen aus Aufgabe 2.3 a) links und b) rechts

1.12

a) log,(x) = 3 bedeutet 10>/? = x, also x = 316.227.....
b)4* = 64. Anwendung des In auf beiden Seiten liefert

In(4%) = In(64) = 2x-In(4) = In(64) also x = 5o = 3

c) e* —2e* —3 = 0. Substitution z = e" liefert die quadratische
Gleichung z> — 2z — 3 = 0 mit den Losungen z;, = 1 +
V1+3=1x2=3,—-1. Wegen z = ¢* > 0 scheidet —1
aus. Alsoz =e* =3 = x =In(3) = 1.0986. ..

Kapitel 2
2.1

a) Die Funktionsvorschrift lautet f (x) = 35 - x. f; (x) ordnet der
Anzahl von Tagen x die Menge an verbrauchtem Heizol (in
Litern) zu.

b) Die Funktionsvorschrift lautet f>(x) = 0.8 -x. f>(x) ordnet der
Menge x an Heizol (in Litern) die Kosten in Euro zu.

c¢) Die Verkettung von f; (x) und f>(x) lautet g(x) = fi(>(x)) =
35-(0.8-x) = 28 - x. g(x) ordnet der Anzahl von Tagen x die
Heizkosten in Euro zu.

1
2.2 Die Verkettung der Funktionen y = g(x) = % mit
—2x

D(g) = R\ {}}undy = f(x) = ¥ + 4 mit D(f) = R und
W(f) = [4, o0) ist gegeben durch

1+ (?+4)
= h(x) = =g +4) =
y=h():=g(f@) =g +4) = 55
X245 12 +5
o247 224
113
2 2x2+%

mit D(h) = R und W(h) = [-3,-1).

2.3

a) Das Schaubild finden Sie in Abb. B.1, links. Man muss die
Normalparabel y = x*> mit dem Faktor % multiplizieren (stau-
chen) und danach um y = 1 nach oben verschieben.

b) Das Schaubild finden Sie in Abb. B.1, rechts. Man muss die
Wurzel y = 4/x mit dem Faktor 2 multiplizieren (strecken)

und danach um 1 nach links verschieben.
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a) Die Funktion ist fiir x € R definiert, d.h. D = R. Fiir ein
beliebiges x € D gilt

F2) = 2027 +3(=)" = 22 + 3" = f(v),

d. h. die Funktion y = f(x) ist in D gerade bzw. symmetrisch
zur y-Achse.

b) Der Definitionsbereich der Funktion ist durch die Werte der
Variablen x bestimmt, fiir die keine negativen Radikanden der
Waurzeln auftreten. Fiirx € [0,1] gilt 1 + x > Ound 1 —x >
0, d.h. die Radikanden sind positiv und D = [0, 1] ist der
Definitionsbereich. Damit gilt fiir x € D

f=0) = V14 (=) — V1 - (-
=V1l—x—V1+x=—f(x),

d.h. die Funktion ist ungerade bzw. symmetrisch zum Ur-
sprung.
¢) Esist D(f) = R. Weiter gilt

F0) = (=97 = (= = (=)' = (=)
= —( =) = /().

also ist f ungerade.
d) Esist D(f) = R. Weiter gilt

f=x0) = 14307 = 143 = f(v),
also ist f gerade.

2.5

a) Das Polynom P3(x) = x* —3x% +2x hat die Nullstelle xo = 0.
Es gilt P3(x) = x*—3x>4+2x = x- (x> =3x+2). x> —3x+2 hat
die Nullstellen x; = 1 und x, = 2 (quadratische Gleichung).
Es folgt P3(x) =x° —=3x* + 2x=x-(x— 1) - (x = 2).

b) Das Polynom P, (x) = x* 4 x*> —2 besitzt die Nullstellen xo =

1und x; = —1. Polynomdivision =@+ liefert P4(x) =

42 —2=@x=1D-(x+1)- (x> +2). Wegenx®> +2 >0
gibt es keine weiteren Nullstellen.
¢) Das Polynom P, (x) = x* — 1 besitzt die Nullstellen xo = 1

und x; = —1. Die Polynomdivision % liefert Py(x) =

H—1l=Gx—-1-(x+1)-(x*+1). Wegenx®> + 1 > 0 gibt
es keine weiteren Nullstellen.

2.6
x—4 . .
a) Fiir R(x) = ——— sind die Stellen xp = 0 und x; = 2
x-(x—2)
Polstellen, jeweils mit Vorzeichenwechsel.
1 3
b) Fiir R(x) = = i sind die Stellen xp = O und x; = —2
2 x2 4+ 2x | ; 3 |
X+ X+
kritisch. Wk R(x) = = = - — sind
ritisc egen R(x) P 2 %12y sin
sowohl xy = 0 als auch x; = —2 Polstellen mit Vorzeichen-

wechsel.

Anhang B: Losungen
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Abb. B.2 Die Funktion R(x) = “5=* aus Aufgabe 2.7

X

2.7 Die Bedingung fiir die Nullstelle liefert die Gleichung b -
12 —4 = 0 = b = 4. Mit der Zerlegung des Nenners x> —a =
(x — +/a) - (x + 4/a) und der Bedingung fiir den Pol in x = 2

folgt fiir a die Gleichung 2 — \/Ja =0 < Ja=2,d.h.a = 4.
Wir erhalten
4x? — 4

R(x) = 21

Durch die Faktorisierung des Zihlers (Polynomdivision) 4x* —
4 : (x — 1) = 4x + 4 folgt eine weitere Nullstelle bei x = —1.
Mit der Faktorisierung des Nenners (x + 2) - (x — 2) erhalten wir
einen weiteren Pol bei x = —2 (Abb. B.2).

2.8 Mit den Additionstheoremen des Sinus sin(x + y) =
sin(x) cos(y) + sin(y)cos(x) und Kosinus cos(x + y) =
cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) sowie mit dem trigonometrischen
Pythagoras sin(x) + cos?(x) = 1 erhilt man:

a)
cos(2x) = cos(x + x) = cos?(x) — sin®(x)
=1 —sin’(x) —sin®>(x) = 1 — 2sin’(x)
b)
cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x) cos(x) — sin(2x) sin(x)

= (1 — 25sin?(x)) cos(x) — 2 sin(x) cos(x) - sin(x)
= cos(x) — 4sin®(x) cos(x)
= cos(x) — 4(1 — cos?(x)) cos(x)
= 4 cos®(x) — 3 cos(x)

2.9

a) Firy = f(x) = 3sin(4x — 2) = 3sin(4(x — %)) ist die
Amplitude a = 3, die Periode p = %, die Verschiebung
(Nulldurchgang) xp = % und die Phase ¢ = —2.

b) Fiir y = f(x) = sin(x) - cos(x) = % sin(2x) ist die Amplitude
a= % die Periode p = m, die Verschiebung (Nulldurchgang)
Xxp = 0 und die Phase ¢ = 0.
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Anhang B: Losungen

2.10 4

a) Mit cosh(x) = £ und sinh(x) = <= erhalten wir

cosh? () = sinl’ (5) = 1 (€ + ¢ = € = 7))

1 ! ! !
— —(ezl+2+€_2A—(€2A—2+€_2x)) = 1.

4 A
b) Das Additionstheorem fiir den Hyperbelsinus lautet: _6 - - 0 ? ! o

sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y) 2

ef—e™ +e? ftet &—e”
= . + . 44

2 2 2 2

EN 4TV @Y e Y e — Y
B 4 * 4

&Y omxy Abb. B.3 Die Funktion y = f(x) = |x + 3| — |x — 2| aus Aufgabe 2.12
=
= sinh(x + y)

2.13

211 Ausy = & _25” folgt mit w = ¢* die Gleichung 2y = a) Wegen e~ > 0 sind die Nullstellen von y(f) = e~ ? -sin(2f) =
w — w~! und Multiplikation mit w > 0 liefert die quadratische 0 bestimmt durch sin(27) = 0. Wegen sin(x) = 0 & x; =

Gleichung w? — 2wy — 1 = 0 mit der Losung k-mw, keZfolgtn =% -m kel
b) sin’(x) — 2sin(x) — 1 = 0. Substitution z = sin(x) liefert die
wip=y+Vyr+ 1. quadratische Gleichung z?> — 2z — 1 = 0 mit den Losungen

2o =1+ VT +1 =124 +/2 Wegenz=sin(x) gilt|z] < 1
Wegen w > Ound /y2 + 1 > y scheidet das Minuszeichen aus. und somit z = 1 — +/2. Es folgt x = arcsin(1l — \/5) und
Also gilt: wegen der Mehrdeutigkeit erhalten wir die Losungen x; y =
w=e" =y+ ¥+ 1. arcsin(1 — +/2) + 2kn, k € Z. Aus Symmetriegriinden sind

auch die x,y = m —x1 4, k € Z, Losungen der Gleichung.
Die Auflosung nach x liefert x = In (y + VP + 1) und Umbe- Da quadriert wurde, sind die Losungen durch Einsetzen zu
nennen ergibt: priifen. Aufgrund der 2m-Periode reicht jeweils ein Wert:
sin®(x10) — 2sin(x;0) — 1 = (1 = v/2)2 =2(1—=v/2) — 1 =
y = arsinh(x) = In (x + V2t 1) 1. —2V24+2-2+ Zﬁ —1=0. Also sind d'ie x},kztatsﬁch-
lich Losungen der Gleichung. Entsprechend gilt sin“(x;,9) —
o ) ) 25sin(xy0) — 1 = sin®(3.5687) — 25in(3.5687) — 1 = 0. Al-
2.12 Fir die Funktion y = f(x) = [x + 3| — |x = 2| gilt: so sind die x; ebenfalls Losungen. Abb. B.4, links, zeigt
i) x < —3:Hier sind in beiden Betriigen die Argumente negativ die Losungen im Intervall [0,27]: Der Punkt A entspricht

und es gﬂt X20 =T —X10 und B entspricht Xi1-

¢) Die Vereinheitlichung von sin(x) + 2cos(x) = 1 zu sin(x)
y=f(x) = [x+3|—|x=2] = —(x+3)—(=1)-(x—=2) = =5 Tiefert sin(x) + 2v/1 —sin’(x) = 1 bzw. sin(x) — 1 =
—24/1 — sin®(x). Quadrieren ergibt sin®(x) — 2sin(x) + 1 =
ii) —3 < x < 2: hier ist qas Argument in. |?c — 2| negativ (Qder 4(1 —sin? (x))(b)zw(.25 sin?(x) —2gsin(x) _(3): 0 odeEr r)lormiert
0) und das Argument in |x + 3| ist positiv (oder 0). Es gilt: sin?(x) — % sin(x) — % — 0. Substitution z = sin(x) ergibt
V= F(x) = p43|—x—2] = (x43)=(=1)-(x=2) = 2x+1 die quadratische Gleichung 7> — %z - % = 0 mit der Losung

1 —3. Aus

_ 14 1,15 _ 14 _
712 = 5 & 25+5bzw.zl,2—5:|:5—1, 5

2

iii) x > 2: Hier sind in beiden Betridgen die Argumente positiv 21 = 1 folgt x; = arcsin(1) = Z und mit der Periodizitiit des

und es gilt: Sinus erhalten wir die Lésungeé Xig = % +2km, k € Z. Aus

y=f) = k43| —x—2|=(x+3)—(x-2)=5 = —% folgt x, = arcsin(—%) und mit der Periodizitit des

Sinus erhalten wir die Losungen x,; = arcsin —%) + 2km,

Wir erhalten also (vgl. Abb. B.3): k € Z. Aus Symmetriegriinden sind auch x3 = 7 — xo,
k € 7Z, potenzielle Losungen der Gleichung.

-5, X< -3 Da quadriert wurde, sind die Losungen durch Einsetzen zu

y=f()=1 241, —3<x<2 priifen. Aufgrund der 2mw-Periode reicht jeweils ein Wert:

sin(x; 9) + 2cos(x;9) — 1 = 0. Also sind die x; ; tatsidch-

5, x>2 lich Losungen der Gleichung. Entsprechend gilt sin(x;0) +



Anhang B: Losungen

VAN
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A B ]  \x
\0 w2 T 3m/2 Rmw 5m/2 3y 7m/2 ¥
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Abb. B.4 Die Funktionen aus Aufgabe 2.13 b) links und c) rechts

2cos(xy0)—1 = —% +24/1— g—; = —% +2-‘51—1 =0, also
sind die x; ; ebenfalls Losungen. Einsetzen von x3 ; = 3.7851
zeigt, dass x3 ; die Gleichung nicht 16st, d. h. die x3 4 sind kei-
ne Losungen der Gleichung.

Abb. B.4, rechts, zeigt die Losungen im Intervall [0, 277]: Der
Punkt A entspricht x; ; und B entspricht x; ;.

Alternativ: Die Vereinheitlichung von sin(x) 4+ 2cos(x) =
1 auf cos(x) liefert /1 —cos?(x) + 2cos(x) = 1 bzw.
/1 —cos2(x) = 1—2 cos(x). Quadrieren ergibt 1 —cos?(x) =
1 — 4 cos(x) + 4 cos?(x) bzw. 5cos?(x) = 4 cos(x). Fiir den
Fall cos(x) = O folgen die Losungen x; = (2k + 1)Z,
k € Z. Beim Test durch Einsetzen bleiben nur die x; ; mit
geradem k als Losungen iibrig. Fiir den Fall cos(x) # 0

folgt die Gleichung cos(x) = ‘5—‘ mit den Losungen x,; =
arccos(g) + 2km, k € 7, sowie aus Symmetriegriinden
X3 = — arccos(;l) + 2km, k € 7. Beim Test durch Einsetzen

erweisen sich die x; ; als Scheinlosungen, d. h. sie erfiillen die
Ausgangsgleichung nicht. Die x3; sind Losungen der Aus-
gangsgleichung.

2.14
a) Zunichst formen wir um:
241 X2 —=2x+14+2x
Ri(x) = — =—
x> —=2x+1 x> —=2x+1
2x 2x
=1+ 1

- =14 —
X2 —=2x+1 (x—1)2
Partialbruchzerlegung des rationalen Anteils:

2x A n B
2=2x+1 x—1 (x—=12

Multiplikation mit dem HN liefert 2x = A(x — 1) + B. Fiir
x = 1 folgt B = 2 und der Vergleich der x-Potenzen liefert:
A = 2. Also:

x _ 2 2
2=2x+1 x—1 (x—1)?

und wir erhalten

2

x+1 2 2
R = — =1 _—
1) X2 —2x+1 +x—1+(x—1)2

m 3m/2/ 2m 5™2 3T

b) Der Ansatz der Partialbruchzerlegung lautet

+4 A B

R = =
2 x> —4 x—2+x+2

Multiplikation mit dem Hauptnenner liefert:
4+4=Ax+2)+B(x—-2)

bzw.
4x+4 = (A+ B)x+ (2A —2B).

Der Koeffizientenvergleich ergibt: A + B = 4,2A —2B = 4
bzw. A = 3 und B = 1. Es folgt

dx+4 3 1

R = + .
2 xX2—4 x=2 x+42

¢) Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet

Ra() = 41 _4A B C
T =D (=32 x—1 " x—3  (x-23)?

Multiplikation mit dem Hauptnenner liefert:
P 4+1=Ax—-3)+Bx—1)(x—3)+ Cx—1).

Firx=1:2=4A= A= 1 Firx=3:10=2C= C =
5.
Fiirx=0:1=3+3B+5-(-1) = B=1.Es folgt:

R P +1 1 1 +1 1 s 1
X) = = — —
} (x—1)-(x=3)2  2x—1 2x—3  ~(x—3)2

Kapitel 3

3.1 Firz; =2 +iundz, = 1 4 3i folgt:
a)Zl+22:3+4i
b)Zl_ZZZ 1—21
C)Zl'22:—1+7i

2 24 1-3i _ 5-5i _ 1 _ 1.
D=5 == =1 2l
e)z_z_l+3i';i:5+5i:1+i

2 24 2-i 5
-0 =0-3)-Q2+i) =5-5i
Dz-m=0+3i)-(1-30)=10

493



494

Anhang B: Losungen

3.2
a) 2 =7i==7-4-2=-30
Dlil=3=l=3-Il=34is=L . H=3H
) 5 = 4i = 3z = 16zi + 8i = (3—16i): = 8i = z =
_8i 34160 _ —128+241
32161 3+161
d)z+22—25+31:>(x+1y)+2(x—1y)—25+31=>
3x—y—25+31:>x—3,y——3 alsoz———31

3.3 Umwandeln in kartesische Darstellung:

a)z] = 41:‘ . H = =4, alsoRe(z) = Im(z) 2
b)z = (1 +1) (3—1) —4+21 alsoRe(z) =4,Im(z) =2
C)Zg:\/—(sln( ) —icos(% )) ﬁ(%—i.%>:1—1
_ 2e4 _ 231 _
Dz =57 = X = /2, alsoRe(z) = +/2, Im(z) = 0

34
a)z =243, r=+13,¢ = arctan(%), 71 = V13- elarctan(3),

7 = =2 —4i,r = /20, ¢ = arctan(2) + 7w, 20 = V20 -
ei(arctar1(2)+71) und = 7 =17- eir!
b)Mitz; =2-eflundz, = 5-e 7 folgt:
3 o 3wy s
ez =2-e%.5.e31=10-e5 T =10.e" = ~10
a_ 2t 2 aay 20 g 2
—_ = z”':—-64 4 = —.e 2 = ——1
2 5.e3i 5 5 5
3
Z—zzs'ejp :é'e(%{_%)l_é.e%i:éi
21 2.ext 2 2 2
2\ 3 3
5= (2 e4‘) =2 .e¥i=8.e¥l

7
3 21m s Sm;
= (5 e:) =57 M = 57

3.5 Beide Seiten miissen in derselben Darstellungsform vor-
liegen. Hier bietet es sich an, die linke Seite in die kartesische
Form zu bringen:

(x4 yi)? = x% + 2ixy —y* = x> —y* + 2xyi
Der Vergleich der Real- und Imaginérteile ergibt:
¥—y"=3 und 2xy=4

Aus der zweiten Beziehung ergibt sich y = )% Eingesetzt in
die erste Beziehung erhilt man x*> — % = 3, woraus man x
bestimmen kann:

=372 —4=0 ist eine biquadratische Gleichung

u>—3u—4=0  nach Substitution x> = u
3 9
=>4 ./>+4
Ui B 4 +
3.5
T 272

Also gibt es zwei Moglichkeiten fiir u, ndmlich #; = 4 und

u, = —1. Das ergibt vier mogliche Losungen fiir x: x; = 2,

X, = —2,x3 =1, x4 = —i. Zu jeder Losung fiir x besnmmt man
den passenden y-Wert y = % yvi=1lLy=-1y= —2i,
V4 = —% = 2i. Da aber x,y € R gesucht sind, sind dle Paare

x3,y3 und x4, y4 keine Losungen der Aufgabe.

3.6 Y muss in kartesische Darstellung gebracht werden, damit
man den Imaginérteil ablesen kann. Dazu muss der Nenner des
Bruchs reell gemacht werden:

Y= R fier 1€
1 R—iwL .
= — . — +iwC
R+ iwl R —iwL
R —iwL .
= (L) @D’ + iwC
R . wL .
TR (wL)? ' + (wL)? e
R . wlL
TRt @b (‘”C_ R+ (wL>2)
Es ist also

wL

Im(Y) = 0wC— ————.
m(—) ® R2+a)2L2

Nullsetzen und Auflosen nach w ergibt:

L
w (C— o2 +w2L2) =0
und dividieren durch w (nur @ # 0 ist sinnvoll) ergibt:

_ L
TR 4 @212

Wir 16sen nach @? auf:

W ’C+CR* =L

, L-CR
0= —
12C
und ziehen die Wurzel:
. 1 R?
VL ¥

denn nur w > 0 ist sinnvoll.
3.7 Es gilt:

v1(t) — y2(t) = cos(wpt) + isin(wopt) — (cos(wpt) — isin(wot))
= 2i sin(wot)

—%()’1(1‘) -

Damit erhalten wir sin(wgt) =
y2(1)). Weiter folgt:

L01(1) — 2 (1) =

X)) = A sin(op) = —3 A€ (1) = (1)



3.8
a) Mit der Polardarstellung 1 —1i = V2-e i folgt:

7\ 12 . .
o= (V2o )T =20 e = 64 = 4

= Re(zl) = —64, Im(zl) =0
ivit—1 i—1 1 1
2 = = = Re(zn) = ——, Im(p) = —
2 7 7 (z2) 7 (z2) 7

b) Mit z = x + iy folgt zunichst z> = (x + iy)?> = x> + 2ixy —
y> = Im(z%) = 2xy. Mit Im(z) = y ergibt sich weiter die
Ungleichung 2xy > y.

Fiiry > 0 folgt 2x > 1 bzw. x > —. Firy < 0 folgt 2x < 1

1
bzw. x < —.
ZW. X >
3.9
1+ i —1+i 1 .
a) z(c) = .‘c+,=c tic+ D . Firc = —1ist
c—i c+i 2 +1
z(—l):————leR Firc = listz(l) =1i- %—1 also
rein imaginar.
1+1i 1+1 i 3
b) Es gilt z(0) = +_1= fl-i:i—lzﬁ-e‘%”.Weiter
—i -1 i
folgt

@O = V2 T =32, 12

V2 (eos (3 )+lsm(§))
( ):32+321.

=32

Q) Ausw® =i—1 = 2637 = /2.6(G7+2%7) } ¢ Z folgen
die drei Wurzeln
_% (3 140k 1 i(Z4+ 2k
wkzﬁ ce3(Grt2km) — 95 (543 ”)!k:O,I,Z.
3.10
1+4 1+t i41 i1 =2i
a)le :: 11: . - = — = —1
l—i-i—3 - = i—1 —i—1 2
(1 +2)-2+1)  Si 3+4i 20+ 151
2T TT05)e T 3—4 344 25
4+3.
—= + =i
5 5

b) Substitution 7z = u ergibt > — 4u + 8 = 0 mit Losung
Uy =2+ +/4—8 = 2=+ 2i. In Polardarstellung gilt u; » =
23/2 . ¢*%  Wir ziehen die komplexen Wurzeln:

Z3 — 23/2 . eii%+2kni
iz Zk .
=z =2 dBTT
2L7r
B = N2 B k=0,1,2.
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Kapitel 4
4.1 Zum Beweis ist also zu zeigen:

Es gibt K > 0: |a,| < K fiiralle n € N.
Es sei also (a,),enN, eine konvergente Folge mit dem Grenzwert
a = lima,. Es gibt daher fiir ¢ = 1 > 0 einen Index ny € N
mit

la, —al <1 fiiralle n > ng.
Nun gilt hiermit

Dreiecksungl.

la,| = la,—a+al < la, —al +|a| < 1+|al, n > ng.
—

<l,n>ng

Also gilt bereits fiir fast alle Folgenglieder (d. h. fiir a, mitn >
1o)

la,| <1+ la| firalle n > nyp.

Damit wire fiir alle Folgenglieder a, ab Index ng die Zahl 1 +
|a| > O bereits eine obere Schranke fiir ihre Betrige |a,|. Fiir
die endlich vielen restlichen Folgenglieder ag, ay. ... a,,—; gilt
aber

lax| < max{|aol, |ai],...|an,—1]}.

Mit K = max{l + |a|, |ao|, |a1], ...
hauptung

|@n,—1]} folgt dann die Be-

la,) < K firalle n e Ny.

Die Folge (a,), ist also beschrinkt.

Eine Folge, die nicht beschrinkt ist, kann also nicht konvergie-
ren. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht. Es gibt beschrinkte
Folgen, die nicht konvergieren. Ein Beispiel ist @, = (—1)".

4.2
2 n>0 n—o0
— _n —00 n
a) a, = 2ntl —oo T 241 o0
1 n—oQ
ba, =" - —0
N—— n
beschr.
_ 1-n? >0 12 _ (=m(+4n) _ 14n _ 1
©)ay, =n: n?—n3 = n-n?2 T n(l-m) T o n +
——
—0
n—o0
1 — 1 ]
_ _ 1+4n _ 4n2+2n—1—4n2 _ 2n—1 __ 2*5 n—00 1
dDa,=n— 35 = 2 T 2 T ap2 )

e)a, = %an_l fiir n > 1 (rekursiv definierte Folge mit Anfangs-
wertag = 1)

Es gilt
1 1 1 1 11
ay = —Qp_] = = =Qpp = =+ =+ — ap—
n P 1 ) 2n2 ) 2n3
1
= ..?an_k
1 1 1
= Ap—n a0 = —
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Da 2" streng monoton wichst und nicht nach oben beschrinkt
ist, gilt 2" — oo und daher

lim a, = lim — = 0.
n—00 n—o0 2N

f) a, = a,_1 + a,_, firn > 2, und a9 = 1 = a; (Fibonacci-
Folge)
Man zeigt, dass (a,), streng monoton wichst, sofern n > 2.
Es sei nun n > 2, dann gilt

Ay = ap 1+ an2 > a2 + a2 =20, 2
= 2(61,,,3 + an74)
> 2(“;1—4 + an—4) =2- 2an—4

> 0> 2’"an_2m.

Fiir gerades n > 2 ist 5 — 1 eine ganze Zahl und es gilt daher
mitm = 5 —1

n—00

1
an > 2" Vay oy =22 5 @= 2125 00,

wihrend fiir ungerades n > 3 mitm = (n — 1)/2 € Ny nach
obiger Abschitzung

2 n—oo

dy > 207D/2, 0 = 20702y = oD o

gilt. Daher ist die Fibonacci-Folge bestimmt divergent gegen
00, also lim a, = oo.
n—o0

4.3 Zu untersuchen ist das Konvergenzverhalten der Exponen-

tialfolge (¢")nen, in Abhdngigkeit vom Parameter g € R.

Fall 1: ¢ > 1: Hier gilt also ¢ — 1 > 0. Man kann wegen des
binomischen Lehrsatzes ¢" nun in folgender Weise nach
unten abschitzen:

' =1+ (q-1)"

=3 (Z)l"km— D=3 (Z) (g 1*
k=0

k=0

(g) (4=1+ (’f) (@=D'+ ) (Z) (41"
k=2

l4+ng—1) + Z (Z) 1" k(g — 1)k

k=2

>0,da g—1>0

>1+n(q—1)’ﬂ>ooo, dag—1>0
Daher gilt ¢" % .

Fall 2: g = |: Hieristg" = 1" = 1 =3 1

Fall 3: ¢ = 0: Hierist¢" = 0" "Z° 0 =5 0

Fall 4: ¢ = —1: Hier ist ¢" = (—1)" divergent.

Fall 5: ¢ < —1: Hier gilt ¢ = —|g| und |g| > 1. Daher gilt
aufgrund des ersten Falls lim |g|" = oo und man hat
q" = (=lg))" = (=1)"(Iq])" divergent.

Fall6: —1 < g < 1 und g # 0: Hier gilt also 0 < |¢| < 1.
Daher ist
i~

< .
lgl  |q

Aufgrund des ersten Falls gilt daher ‘é‘ % o und

damit
" |
"= +— == —0
4 L 1
lql" lq"] ‘5
Zusammenfassend:
g>1= lim ¢" = oo,
n—0o0
lgl < 1= lim ¢" =0,
n—00
g=1=— limq¢" =1,
n—00
q < -1 = (¢"), divergent.
4.4
a) lim n(nr«lk;Z;H = 0 (Hier gilt Zédhlergrad < Nennergrad.)
n—00
H Vl'/;— Vlz n—. Vlz n5— M M "
b) ’111;{.1o ?(an}, é) (; in) 14 = % — 2 (Hier ist Zahlergrad =

Nennergrad, sodass das Verhiltnis der Leitkoeffizienten den
Grenzwert ergibt.)

4.5

a) Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die Anzahl n > 2 der
Widersténde.
Induktionsanfang fiir n = 2:
Es gilt das aus der Elektrotechnik bekannte Gesetz iiber die
Parallelschaltung zweier Widerstinde:

1 1 1

— = — 4 —.
R R R

Dies ist die Behauptung fiir n = 2.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > 2 gelte:

Induktionsschritt von n auf n + 1:
Zu zeigen ist also, dass unter der Induktionsvoraussetzung
auch
1 n+1 1
RO+D — LR,
R — Ry

gilt.

Wir fassen die ersten n Widerstinde als Einzelwiderstand R")
auf. Dieser Schaltung wird also ein n + 1-ster Widerstand
R, parallel hinzugeschaltet. Es gilt daher wegen des Geset-
zes liber die Parallelschaltung zweier Widerstinde

T
ROT0 = Ry | RO



Wir setzen fiir den Widerstandskehrwert die Summe nach

R(n)
Induktionsvoraussetzung ein:
1 1 &
- = + — = —
RUHD R, Ry X

k=1

»
Il

1

b) Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die Anzahl n > 2 der
Widerstidnde.
Induktionsanfang fiir n = 2:

1 1 1 R+ Ry
TR TR T RK
kehrwertméBig folgt daher
2
o _ Rk _ kljl K
vk i ﬁ R

Dies ist die Behauptung fiir n = 2.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > 2 gelte

Induktionsschritt von n auf n + 1:
Zu zeigen ist also, dass unter der Induktionsvoraussetzung
auch
n+1
1_[ Ry
k=1
n+1
L

R(Vl+l) _

n+

>~

=17

==

=

gilt. Nach Aufgabenteil a) gilt fiir den Widerstandkehrwert
einer Parallelschaltung von n + 1 Widerstidnden

1 S TN | 1 o 1 1
R("+1)_ZR__ZR1<+R”+1_W+Rn+l

n n

> IR

k=1 /;{

= n] + (Induktionsvor.)

1—[ Rk n+1
k=1

R R n
. kgl E ! [T Re

#k k=1

k=1
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n n n n n+l
D Rupi [TR + 1 Re Zl_[R+l_[R
k=1 J=1 k=1 =1 j=1
JFk _ JFk
n+1

Nach Kehrwertbildung auf beiden Seiten folgt

n+1
[T R«

R+ — k=1
+lnkl
R.

=

F

> 15

1

—

>~

= —

J
J

I

Die Formel fiir den Gesamtwiderstand kann aber auch durch
direkte Herleitung gezeigt werden. Hierzu schreiben wir zu-
nidchst nach Aufgabenteil a)

1

n 1'
> &
k=1

RM™ —

Die Erweiterung des rechts stehenden Bruchs mit dem Pro-
dukt aller n Widerstandswerte ergibt

n
Ry IT Rk
1 k=1

—=

R
R™ — I Hk = =

5 i (54) UaIL]

~
Il

k=1 k=1

Die unter Teil b) durchgefiihrte vollstindige Induktion ist
aber eine gute Ubung zum Umgang mit Summen- und Pro-
duktzeichen.
¢) Zu zeigen ist, dass unter der Voraussetzung 0 < Ry < Rpux
fiir k > 2 die Folge der Gesamtwiderstinde (R("))nz2 eine
Nullfolge ist, d. h. zu zeigen ist
lim R™ = 0.

n—oo

Nun gilt aufgrund der Voraussetzung

Ry < Ry fiir k> 2.

Da R, > 0, folgt nach Kehrwertbildung auf beiden Seiten
dieser Ungleichung

1

—_— >

> k> 2.
Rk Rmax

fiir

Wir fassen beide Seiten dieser Ungleichung als Summanden
einer Reihe auf und erhalten nach Summenbildung

"1 1 n
R
k=1 Rk k=1 Rmax Rmax

n

497
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Nach erneuter Kehrwertbildung erhalten wir

1 Rpax n—oo
<— —

n
n
2w
k=1

RM —

Die Folge der Gesamtwiderstinde R™ ist also eine Folge
positiver Werte, die sich nach oben durch die Werte ei-
ner Nullfolge abschitzen lassen. Daher ist auch R™ eine
Nullfolge. Dieses Ergebnis erscheint anschaulich. Unendlich
viele Widerstinde, die parallel geschaltet werden, ergeben
den Gesamtwiderstand Null. Durch das Parallelschalten wer-
den unendlich viele Umwege fiir den Strom geschaffen,
sodass jede positive Widerstandsgrenze vom Gesamtwider-
stand unterschritten werden kann, wenn n nur hinreichend
grof} gewdhlt wird. Allerdings ist die Beschridnkheitsvoraus-
setzung 0 < Ry < R flir k > 2 hierbei entscheidend.

Es stellt sich die Frage, ob es auch unbeschrinkte Einzelwi-
derstandsfolgen geben konnte, mit denen sich bei unendlicher
Parallelschaltung kein Grenzwiderstand mit dem Wert O er-
gibt. Dies konnte evtl. durch besonders schnell ansteigende
Folgen geschehen. So ergibt beispielsweise die Einzelwider-
standsfolge R, = k! eine Gesamtwiderstandsfolge, die nicht
gegen Null konvergiert:

1 1 - 1 1
R(n) = n = n > o] = [ee]
Yrn Lu Yu o ora-l
k=1 k=1 k=1 k=
1
= >0
e—1

Dieses Phidnomen konnen wir uns auch anschaulich erkliren.
Die Werte der Einzelwiderstinde steigen offenbar so schnell
an, dass dies durch Parallelschaltung nicht wieder kompen-
siert werden kann.

‘Wenn wir alternativ die ebenfalls nicht nach oben beschrinkte
Widerstandsfolge R, = k betrachten, so erhalten wir dagegen
wieder den Grenzwiderstand 0O:

1 1
R™ — = =g

n : n
DINADD
k=1 k=1

:—:O
oo

=
2] =
bl

k

Hierbei haben wir uns die Tatsache zunutze gemacht, dass
die harmonische Reihe bestimmt divergent gegen oo ist (Auf-
gabe 4.6b)). Diese Folge wiirde demnach wiederum dazu
fiihren, dass durch hinreichend hiufige Parallelschaltung die
Folge der Gesamtwiderstinde jeden beliebigen (positiven)
Widerstandsschwellwert unterschreitet, also gegen Null kon-
vergiert. Die Beschrinktheitsbedingung ist also hinreichend,
aber nicht notwendig fiir den Grenzwiderstand 0.

4.6

o0

a) Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe Y ¢* in Ab-

k=0
hingigkeit vom reellen Parameter g:
Zunichst gilt fiir ¢ # 1 fiir die n-te Partialsumme der geome-

trischen Reihe
n+1

. 1—g¢
k

> = ——

k=0 1

P

Wir unterscheiden gem. des Konvergenzverhaltens von ¢"
vier Fille:
Fall1: |g| < 1, also —1 < g < 1: Laut Aufgabe 9 gilt in

diesem Fall: ¢" 50 Daher gilt
o] 1 _
Ygt=1lim Y ¢ = lim — = .
k=0 k=0

Fall 2: Fiir ¢ = 1 ist die obige Partialsummenformel nicht
anwendbar. Fiir die geometrische Reihe gilt in diesem

Fall
o0 o0
OIS
k=0 k=0

Fall 3: ¢ < —1: Hier ergibt die Folge der Partialsummen eine
Folge ohne Grenzwert:

n P 1 _qn+l _ 1— (_1)n+l|q|n+l
Zq 1= o 1—
k=0 q q

Fiir ¢ = —1 ergibt dies die Folge (1,0,1,0,1,...),
fiir g < —1 ergibt dies eine alternierende Folge.
Fall 4: g > 1: Laut Aufgabe 9 gilt in diesem Fall: ¢" —> oo.

Daher gilt
o0 n
1— qn+1
k : —
2 = Jim D ¢ = lim ——
k=0 k=0
—00
N
) qn+l -1
= lim = 00.
n—o0o g — 1
N——
>0

b) Zu zeigen ist die bestimmte Divergenz der harmonischen Rei-

he gegen oo:
=1
R
k=1
Es gilt
0 1 1 1 1 1 1 1
Y=ttt (5+g) (555 +%)
k=1 —— ——
sheied bbb
+ (1 +-+ ! )—i—
9 16
N e’
28454
=1+ -+ ! + ! + ! +
- 22 2 2

Wir haben damit die harmonische Reihe nach unten gegen
eine bestimmt gegen oo divergierende Reihe abgeschitzt:



Es bleibt daher fiir die harmonische Reihe nichts anderes iib-
rig, als ebenfalls bestimmt gegen oo zu divergieren:

=1
> =

k=1

4.7 Wir zeigen die Konvergenz der angegebenen Folgen mit
dem Quotientenkriterium. Hinweis: Hierbei wird nicht der Rei-
hengrenzwert berechnet, sondern lediglich ein Kriterium iiber-
priift, woraus die absolute Konvergenz der jeweiligen Reihe
folgt.

o]
a) Konvergenz von »_ %:
k=0 "
Es ist ay = {; fiir k € Ny. Daher gilt

k! 1

1
Gt | _ _ -
G+ k+1-

L
k!

A+ 1
Ay

L. <1
2 1

fiir alle k > ko := 1.Nach dem Quotientenkriterium konver-
o]

giert also die obige Reihe absolut. Wegen expx = ’;—k, gilt

00
. 1 _
fiir den Grenzwert ) ; = e.
k=0

o0
b) Konvergenz von Y. (—1)*:
k=1

Es ist a = (—1)* 5 fiir k > 1. Daher gilt

2k

T k1

Aj+1

A

1
EE =:g<1 firalle k>1.

| =

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert also diese Reihe
absolut. Fiir den Grenzwert gilt (geometrische Reihe):

S -£0

k=1 k=0

ad 1
k
Z¥4)§

e8]
¢) Konvergenz von »_ Zkki!:
k=0
Es ist ay = 2*; fiir k € Ny. Daher gilt

2K+l 2

- Tkt

Af+1 _ _
2k(k + 1)!

ay

=:g<l

2
< =
-3

fiir alle kK > kp := 2.Nach dem Quotientenkriterium kon-
vergiert also diese Reihe (absolut). Der Grenzwert lautet

okl _ 2
ZZFZe
k=0
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00
d) Konvergenz von »_ ’k‘—k'
k=1
Esista; = % fiir k > 1. Daher gilt
a1 | k+ DI (k+ DKk
Tk DMIR T (k4 DR (k+ DE

() - (+ o
k+1)  \1+1] a4+ by

43

_ 1
& 1y

>y

=0
_ 1
- 1 k1
k(D + 2By

j=2
1 1 ,

S———=5=ig<1 firalle k>1.
I+k-(p) 2

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert also diese Reihe
(absolut).

=

o0
4 .
e) Konvergenz von »_ 3 Bsista, = 5
n=1

fiir n > 1. Daher gilt

G| _ (4 D31 1)

a, | 3mtl.pb T3 pt
a1\t 1 —_ !
3 n 3 n
———

IH_O)C%

9
<5 =09=g<1

fiir alle n > ng hinreichend grof3.Nach dem Quotientenkrite-
rium konvergiert also diese Reihe (absolut).

4.8 Es gilt zunichst

Y o@x—x = 1)* = (= + 20— 1))
k=0 k=0

=) (P =2+ 1)) =

k=0

D (= DA~
k=0

Hierin erkennen wir eine geometrische Reihe. Sie konvergiert
genau dann, wenn
k-1 <le @x-1)*<1
S x—1]<1
&S -1l<x—1<1
& 0<x <2

Fiir x € (0, 2) lautet ihr Grenzwert

oo

Z(Zx—xz—l)zk

k=0

Nk 1 1
—kZ:(:)((x D) T l—x—1D2 2x—x2

499



Anhang B: Losungen

4.9 Die Konvergenz ergibt sich jeweils aus der Grenzwertbe-
stimmung.

a) 0
(—=Dk(k> — k) (=Df(k— Dk
Yo = 27
k=2
= (—1)F+2
::2; g% k
=)~
k=0
> P N O
> G = L
. ( )2k+2
:_zg( AT Qk + 1)!
= —7 sin (%) = -7

4.10 Der Abbruch der Reihe bei k = 5 ergibt ein Ndherungspo-
Iynom p € QJx] fiir exp(x) vom Grad 5, das exakt ist fiir x = 0:

5
2 .X3 .X4 x5

X x
~ 1 R
exp(x) kX(;k' +x+2+6+24+ 120

=:ps(x)
Es ist zu erwarten, dass sich fiir [x| < 1 mit p(x) akzepta-
ble Niherungen fiir die Exponentialfunktion ergeben, denn die
Potenzierung einer Zahl vom Betrag kleiner als Eins fiihrt zur
Verkleinerung, gleichzeitig wird innerhalb der weiteren Reihen-
summanden mit dem Nenner k! die Potenz x* durch eine sehr
schnell ansteigende Zahl geteilt. Die Beitrige der weiteren Sum-
manden werden also schnell sehr klein werden. Wenn wir die
Werteentwicklung von ps(x) und exp x fiir |x| — oo miteinan-
der vergleichen, so fillt auf, dass

lim ps5(x) = oo = lim expux,

X—>00 X—>00

lim ps(x) = —0c0 #0 = lim expx.
xX—>—00 X——00

Es ist also zu erwarten, dass die Nédherung ps(x) fiir negative x
schlechter ist als fiir positive x-Werte. Dies kann durch eine ent-
sprechende Wertetabelle bestétigt werden. Die Genauigkeit der
Niherung fiir negative x-Werte konnte beispielsweise dadurch
gesteigert werden, indem weitere Summanden aus der Reihen-
entwicklung hinzugefiigt werden. Andererseits wissen wir, dass
zum einen die Ndherung ps(x) fiir x > 0 besser ist als fiir nega-
tive x-Werte und dass zum anderen fiir alle x € R die Regel

exp(=) = expx

gilt. Wenn wir nun fiir x < 0 die Ndherung
1 1
exp(—x)  ps(—x)

verwenden, so wird, bedingt durch —x > 0, eine gegeniiber
ps(x) verbesserte Nidherung zu erwarten sein. Wir nutzen daher

expx =

die folgende Approximation der Exponentialfunktion fiir nega-
tive x-Werte:

1 1

x<0
ps(—x)

expx ~

x5

l—x+5 -2 45— &

Der Vergleich der Ergebnisse anhand einer Wertetabelle zeigt
dann eine deutliche Verbesserung gegeniiber ps(x).

4.11 Zunichst berechnen wir fiir die Hohe / des Dreiecks:
Lisinag = h = L,sin 8
hieraus ergibt sich
sina_ sinf
L, L,
Das Verhiltnis des Sinus eines Eckwinkels zur gegentiberliegen-
den Seite ist also fiir alle Eckwinkel gleich. Hieraus ergibt sich
aus Symmetriegriinden, wenn der obere Winkel des Dreiecks
mit y bezeichnet wird, der Sinussatz:
sin sinf _ siny
L, L B’
Day = 7 —a — B, lassen sich die gesuchten Strecken L; und
L, aus den gegebenen Daten fiir &, 8 und B hieraus berechnen:

sinff_ sin(wr —a — B)
L B '
. sine - sin B
h=Lsinag =B————
sin(m —a — B)
4.12 Die Reihendarstellung des Sinus ergibt folgende Néherun-
gen:
po(x) 1= x
X x3
pi(x) i=x— 3 =po(x) — —
3 ° °
pa(x) = x— g 120 — =pi1x) + 120
3 o Ny 7
P =X =+ 0 T s0a0 ~ P2 T 5040

Eine Wertetabelle zeigt die Verbesserung der Naherung py(x)
mit wachsendem N. Jede Niherung ist ein Polynom und daher
nicht beschrinkt. Fiir groe |x| benttigen wir daher umso mehr
Summanden. Da allerdings der Sinus periodisch ist, reicht es
aus, eine Niherung zu wihlen, die bereits im Bereich (—, 1)
hinreichend gute Ergebnisse liefert.

Kapitel 5

5.1

a) Der Graph ist symmetrisch um die Achse senkrecht durch
x = 1. Die Werte sind durchweg positiv. Eine Definitions-
liicke ergibt sich bei x = 1. Zudem gilt lin} f(x) = oo und

x—



b) Der Graph ist eine nach oben gedffnete Parabel mit Scheitel-
punkt (=2, —4).

c) Der Graph ist eine Gerade der Steigung % und y-
Achsenabschnitt 1.

d) Die Funktion ist auf ganz R definiert und nimmt ihr Maxi-
mum bei x = 1 mit dem Wert f(1) = 2 an. Der Graph ist
symmetrisch zur Achse durch x = 1. Die Funktionswerte
sind durchweg positiv und es gilt X_linilw f(x) = 0. Durch

den vergleichsweise hohen Exponenten 10 in der Wurzel, er-

gibt sich eine steile Anstiegs- und Abstiegsflanke, sodass der
Graph eine hutformige Gestalt annimmt.

5.2
-] —1/x2y _ 1
a))l(gr(l)i(e"—i-e My=1
b) lime™% = oo aber lime ¥ = 0
x,/0 N0

o) lim

1
— —0o0
A1 tan(1—x)

= 00 sowie lim
N\ 1

Der (beidseitige) Grenzwert lin}
x—

1 —
tan(1—x) —

% existiert somit nicht.
an(1—x)

d) lim (cos 1 + exp(—x? +x)) = 1
X—>00

e) lim 15 = —oo sowie lim L. = oo
x /1 !
f) lim ——=X— = 1 sowie lim ——4=*— = —1
71 e e
) lim |t§ﬁfe\ = 1 sowie lim ﬁ;ﬁi\ =1
x/'7/2 s
5.3

a) Die Funktion ist streng monoton fallend auf ihrer Definitions-
menge [1, 00).

b) Die Funktion ist streng monoton fallend auf ihrer Definitions-
menge (0, 1].

¢) Die Funktion ist streng monoton wachsend auf ihrer Definiti-
onsmenge [1, 00).

d) Der Kosinus ist streng monoton fallend auf [0, r].

e) Die Funktion sinxcosx (tanx + ) = sin*x 4 cos’x = 1
ist konstant und daher nicht streng monoton.

f) Die Funktion ist also streng monoton fallend auf ihrer Defi-
nitionsmenge (—oo, 0].

5.4
1

a) f: %, L'—l] —[a,b], x> |
f T R->R, x> 2vx—2+38

) f i (=2,00) > Ry, xt— /(x+3)2—1

d) Die Funktion ist nicht umkehrbar.

O f 7 (f(0).f(—00) = (0,1) > R, x> 1 + 5 = =&
f) f7' 1 (£(0).f(=00)) = (1,00) > R x> —/Inx

2 f7" 1 (f(=00).f(00)) = (0.00) > R, x > 3.

5.5

a) K,=Ko(1+%5)". neN
b) Verdopplung nach einem Jahr: z = 100, Verdopplung nach
zwei Jahren: z = 100(v/2 — 1) &~ 41.42

¢) Fiir A > 0 als Vervielfiltigungsfaktor sind n = —-4

]n(l + W)
Jahre notwendig. Bei fiinfprozentigem Zinssatz ergeben sich

Anhang B: Losungen

folgende Anlagezeitraume:

Anlageziel n

Kapitalverdopplung (A = 2) 14.2 Jahre
Kapitalverdreifachung (1 = 3) 22.5 Jahre
Kapitalverzehnfachung (A = 10) 47.2 Jahre

5.6 Wir betrachten die Messgrofe y als Funktion in Abhingig-
keit von der MessgroBe x und gehen von einem polynomiellen
Zusammenhang der Art

y(x) =A-X", AeR,
aus. Die graphische Darstellung der Wertetabelle

nez

| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y[[05 40 135 320 625 1080 1715 2560 364.5

ergibt eine parabelformige Kennline, aus deren Darstellung es
schwierig ist, die Parameter A und n zu ermitteln. Besser wire
eine Geradendarstellung, da eine Gerade durch Ordinatenach-
senabschnitt und Steigung vollstindig beschrieben wird. Diese
beiden Werte konnen dann sehr leicht aus dem Graphen einer
Geraden abgelesen werden. Aber wie kdnnen wir den Zusam-
menhang y(x) = Ax" einer Geraden zuordnen? Die Antwort
liefert der Logarithmus:

y=a-X' < Iny=1In(Ax") =InA + Inx" = InA + nlnx.
Fiir den natiirlichen Logarithmus der Messgrof3e y folgt somit
Iny=InA+n-Inx.

Im Hinblick auf den Termbestandteil Inx, der als Abszis-
se betrachtet wird, ist dies eine Gerade der Steigung n mit
Ordinatenachsenabschnitt InA (Hierbei hitten wir auch jede
andere Logarithmusfunktion, beispielsweise den dekadischen
Logarithmus, verwenden konnen). Wir berechnen also die na-
tiirlichen Logarithmen der Messwerte und erhalten folgende
Tabelle

x| 00]o07][11]14]16]18]19]21]22
Iny || —0.69 | 1.4[26]35]41[47][51]55]59

Die graphische Darstellung dieser Werte ergibt in der Tat in etwa
eine Gerade. Damit wird einerseits der vermutete polynomielle
Zusammenhang y = Ax" indirekt bestitigt. Andererseits kon-
nen wir auch die gesuchten Parameter A und » ermitteln. Den
Ordinatenachsenabschnitt konnen wir zwar aus der graphischen
Darstellung dieser Werte direkt ablesen, aber auch exakt ange-
ben. Er ist der natiirliche Logarithmus des ersten Messwertes bei
x = 1 und lautet

InA =1n0.5 ~ —0.693,

womit A = 0.5 gilt. Die Steigung der Geraden berechnen
wir mithilfe des Differenzenquotienten (Steigungsdreieck), bei-
spielsweise ergibt sich fiir x; = 0.7 und x, = 1.8 die Steigung

_14-47 33
S 07-18 -1
Es gilt also offenbar der Zusammenhang

y(x) = 0.5-x°.

n
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Kapitel 6

6.1

a)f/(x) =2x+1

b)) = 5y

¢) f(r) = 10£* — 287 + 607> — 401 + 10 + = 2)2
D) = oy

e)f(t) =8 =3 +6r—1

Hfx)=0

Of W = -7 = v

6.2 Es seif/(x) = 0. Wir betrachten nur den Fall /”(X) > 0 und
zeigen, dass dann in X ein lokales Minimum von f vorliegt. Fiir
den Fall f”(x) < 0 konnen wir in analoger Weise auf ein lokales
Maximum von f in X schliefen.

Da f’ differenzierbar ist, gibt es eine Funktion d(x) mit

f) =&+ 3 =X +dx
und
d@ =0, 1im 3 _g
x—=>x X — X

Wegen f'(x) = 0 folgt zunichst

f@)=f"®x—=3%) +dx). (B.1)

Es sei nun x # X so nahe an X, dass d(’z < f(x) ist. Dies ist

mdoglich, da f”(x) > 0 ist und d(x)% =0 gilt. Dax — % # 0 ist,

konnen wir (B.1) durch x — x dividieren:

’ d d
L9 —pr+ 2= i - 29 -
>0 \\,--/
<f"(®)
Es ist also
f'(x)
~ > 0.
x—X

Zizhler und Nenner des Quotienten L fx) sind also vorzeichen-

gleich. Fiir x > X folgt daher f'(x) > 0 withrend fiir x < X nur
f'(x) < 0bleibt. Die Ableitung f” vollzieht also bei X einen Null-
durchgang von — nach +. Damit ist X eine lokale Minimalstelle
von f.

6.3 Um das Additionstheorem des Kosinus,
cos(a =+ B) = cosa cos B F sina sin B,

zu zeigen, nutzen wir die Darstellungen des Kosinus und des
Sinus mithilfe der Exponentialfunktion:

1 . .
cos(p) = E(e“" +e™)

1 . . i . .
sin(g) = (¥ —¢ ™) = —%(e“” — )

und verwenden diese fiir die Berechnung von

cosa cos 3 —sina sin

— i ((eia + efiot)(eiﬂ 4 efiﬁ) 4 (eia _ efiot)(eiﬂ _ efiﬂ))

= - (D) 4 @ P) | i@ p) | gmitat)
4

+el@HD) _ ei@h) _ gmilep) 4 omitat))

= L (ade) 4 oeiimy = L giern | oy
4

= cos(a + B)

| =

Die entsprechende Formel fiir das Argument o — 8 folgt direkt
hieraus, indem die Eigenschaft sin(—¢) = — sin(¢) ausgenutzt
wird. Das Additionstheorem fiir den Sinus,

sin(e £ ) = sinw cos f £ cosw sin f,

kann auf dhliche Weise gezeigt werden.

Die Uberlagerung zweier Teilschwingungen x(f) = Ag cos(wyt)
und y(1) = Agcos(w,t) fiihrt zu einer resultierenden Schwin-
gung, die sich aus der Addition beider Teilschwingungen ergibt:

s(t) = x(1) + y(t) = Ag cos(wyt) + Ag cos(wyt) (B.2)

Die Superposition (Addition der beiden Einzelschwingungen
bei Uberlagerung) ergibt eine Schwingung mit nichtkonstan-
ter Amplitudenfunktion (Hiillkurve), die sich durch periodisch
auftretende Schwingungsbiduche und Schwingungsknoten aus-
zeichnet. Wir versuchen nun, diese beiden Summanden von
s(t) so zusammenzufassen, dass sich ein Ausdruck der Form
M(t) cos(wt) ergibt. Mit der Wahl von

ot oy

==

folgt zunichst

ot = o+ B, ot =p—a.

Dies in (B.2) eingesetzt ergibt unter Verwendung des Additions-
theorems fiir den Kosinus:

s(t) = Agcos(a + B) + Agcos(B — a)
= Apcos(a + B) + Agcos(a — B)
= Apcosa cos B — A sina sin B
+ Agcosa cos B + Ag sina sin B
= 2Apcosw cos

wx;wyo -cos(

‘Wir kénnen nun den ersten Teil

= 240 cos( wX+wyt).
2

M(t) := 2A¢ cos (

a)xga)y t)



als Modulation der Amplitude 24, und der Kreisfrequenz “>=
einer Triagerschwingung (reprisentiert durch die zweite Kosi-
nusfunktion) mit der Kreisfrequenz > betrachten.

Die Uberlagerung der beiden Teilschwingungen fiihrt damit zu
einer Gesamtschwingung mit dem Mittelwert = der Kreis-
frequenzen der beteiligten Teilschwingungen.

Die hierbei aufmodulierte Hiillkurve M (¢) mit der Periodendau-
er Ty = % macht sich als Schwebung bemerkbar, deren
Frequenz sich aus dem Knotenabstand, der die Hilfte der Pe-

riodendauer Ty der Hiillkurve darstellt, ergibt:

2r 2n(wx—wy)

Wschwebung =
Ty % -4

; Wy — y.
2

Die Schwebungsfrequenz ist demnach die Differenz der Fre-
quenzen beider beteiligten Teilschwingungen.

6.4

a) Die Funktion f(x) = *; — % + 2xbesitzt ein lokales Ma-
ximum bei x = 1 und ein lokales Minimum bei x = 2
(Monotoniesequenz: 1, |, 1).

b) Die Funktion f(x) = 3x* + 4x3 — 12x? besitzt lokale Minima

bei x = —2 und x = 1 sowie ein lokales Maximum bei x = 0
(Monotoniesequenz: |, 1, |, 1).
¢) Die Funktion f (1) = 2 besitzt ein globales Maximum

A 122142
bei ¢t = 1 (Monotoniesequenz: 1, |).
2
d) Die Funktion f(r) = "4 besitzt lokale Maxima bei ¢ =
++/e — 1 sowie ein globales Minimum bei t = 0 (Monoto-

niesequenz: 1, |, 1, }).

6.5

1

2

el
Y=
b) lim (2 + 1)e!™ =0
X—>00
9) lin}(cos(x— HD-DHa-1)2=-1
X—
d) lim x- (5 — arctanx) = 1
X—>00
In(x244) —

x2+4
. 1 _

e) lim

X—>00

Kapitel 7
7.1

a) Es gilt fab sin(2rt)dt = fab sin(Zm)%—Z dr = ﬁ(cos(Zna) -
cos(2mb)). Damit ergibt sich

I. Fira = Ound b = 1: [ sin@r)dr = 5-(cosO —
cos(2m)) =0

2. Fira=05undb = 1.5: f13/22 sin(2wt)dt = ﬁ(cosn -
cos(37)) =0

Anhang B: Losungen

Dies kénnen wir uns aber auch anhand des Graphen des Sinus
veranschaulichen. Die Integration iiber eine (oder mehrere)
Periode(n) des Sinus ergibt gleiche Fldcheninhalte oberhalb
(positiv) und unterhalb (negativ) der x-Achse unabhingig
vom Startpunkt der Integration. Die Flidcheninhalte kom-
pensieren damit einander und das Integral iiber ganzahlige
Vielfache der Periodenlénge 27 verschwindet jeweils.

b) fy (= (=12 +x(? — 1) +2)dx = &

o [x(x—1De'dx = [(x* —x)e*dx = (¥ —=3x+ 3)e* + R
d) fo\/eTl le-f—l de=1

e) [exp(sin) costdt = [exp(sinr) dsins = exp(sin7) + R
N [Zsde=Inlx|—Infx+ 1] =In|Z5]

9 [ 2 de = In((x + 5)%|x —2]) + R

h) 7 eV dy = 2¢V3 (V3 — 1) + 2¢¥2(1 — V2)

i) [—2tsin(> —1)dr = cos(”* — 1) + R

DfoAndi=m

K [ —2JZ(11+1) dr = arctan ./t + R

7.2 Laut Newton gilt fiir die zweite Ableitung des Ortes x (Ho-
he) der Rakete
mx(t) = F.

Wir miissen hierbei beachten, dass die resultierende Kraft F
sich aus dem Schub und der Schwerkraft zusammensetzt, und
dass die Masse m(r) des Flugkorpers, bedingt durch den Treib-
stoffverbrauch, zeitabhéngig ist, d.h. bis zur Leermasse und
Nutzlastmasse von 60 kg abnimmt.

Da der Treibstoff innerhalb von 60s gleichmifig verbraucht
wird, gilt fiir die zeitabhdngige Masse in der ersten Minute nach
Ziindung folgender Zusammenhang:

_ 100kg — 60kg

2kg
1) =
m(®) 0s—60s

t+ 100kg = 35 -1+ 100kg
s

fiir 0s < t < 60s. Nach 60s ist der Treibstoff verbraucht, die
Masse der Rakete bleibt also konstant:

m(t) = 60kg, t>60s

Die auf den Flugkorper einwirkende Kraft F setzt sich aus dem
in den ersten 60 s auftretenden Schub Fy = Fy = 1000N und
der Schwerkraft F|, = —m(f) - ¢ zusammen. Daher lautet die
Bewegungsgleichung fiir die Rakete wihrend der ersten Minute
(0s <t < 605) nach Ziindung:

m(t) -x(t) =F =Fy + F) = Fy—m(1) - g, (B.3)
bzw. nachdem der Treibstoff verbraucht ist (r > 60 s):
m(t = 60s) -%(1) = F = F, = —m(t = 605s) - g. (B.4)

Hohe und Geschwindigkeit der Rakete betragen beim Startzeit-

punkt jeweils 0m bzw. 0ms~!.

Wie gelangen wir nun zu einer Formel, die uns die Hohe und die
Geschwindigkeit der Rakete zunéchst in der ersten Minute nach
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Ziindung angibt? Mit der newtonschen Bewegungsgleichung
(B.3) und den Anfangswerten fiir Hohe und Geschwindigkeit,
liegt Information iiber die zweite Ableitung der Hohe, also tiber
die Vertikalbeschleunigung der Rakete vor, aus der wir per In-
tegration die Geschwindigkeit und die Hohe berechnen kdnnen.
Fiir die erste Minute gilt laut (B.3):

Fy Fy

()= ——g=—5——— —
—%-1+100

, 0s<r<60s
m(1) § =r=

Integration unter Beriicksichtigung der Startgeschwindigkeit
%(0) = Oms™! liefert die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ in
den ersten 60 s:

(1) = / () df' + x(0)

0

t
F
[ E—
-5+ 100
0 E
t

37 .
3 / /
3 dl — | gdr
2 /%-t/—loo /g
0

t

I
|
=

%Fo[ln{g -7 —100]) — gt

3
EFO (In100 — In(100 — 31)) — gt

3y 100
= — n—m—— —
2" 00-2 ¢

Eine weitere Integration liefert uns die Hohe. Dabei beriicksich-
tigen wir auch hier, dass zum Zeitpunkt t+ = Os die Hohe der
Rakete x(0) = 0 m betrégt:

t

x(t) = / %(7) dt’ + x(0)

0
t

- / (%FO (In 1oo-1n(100—%t/))—gf) df

0

= 3Fo(r1n 100+ § (100 — 1) (In(100 - 21) — 1)

—150(1n 100 — 1)) —lgp,

Nach einer Minute ist der Treibstoff verbraucht, und der Schub
F; = ON bleibt ab diesem Zeitpunkt aus. Auf die Rakete wirkt
nur noch die Gravitationskraft, sodass der Hohengewinn ab-
nimmt und die Rakete nach Erreichen einer Maximalhohe wie-
der zuriick zur Erdoberfliche stiirzt. Um die Geschwindigkeits-
und Hohenfunktion fiir diese Flugphase zu berechnen, integrie-
ren wir ein- bzw. zweimal Gl. (B.4) unter Beriicksichtigung der
Daten fiir die Endgeschwindigkeit und Endhohe der ersten Flug-

phase:
x(t = 607) := lim x(¢
X( ) t}rgox()

100
-
100 — 5t
=...=166.23844ms™"!

3
= lim =F,In

t
1,760 2 &

x(t=607) := tgrg()x(t)
=...=3038.5408m

Zur Berechnung der Geschwindigkeit in der zweiten Flugphase
integrieren wir Bewegungsgleichung (B.4). Dabei beriicksich-
tigen wir den Anfangswert fiir die Geschwindigkeit x(t =
60") := x(t = 607). Zur Einfachheit der Darstellung lassen
wir die Einheiten bei den folgenden Rechnungen weg:

1

() = / () df + k(= 60™)

60
t 60
= /—gdt/ +x(t=607) = /gdt—i-)'c(t =60")
60 t

=g (60— 1)+ i(t = 607) = g- (60— 1) + 166.23844

Eine weitere Integration liefert uns die Hohenfunktion der
zweiten Flugphase, wobei als Anfangswert der Hohe in dieser
antriebslosen Phase die Endhohe der ersten Flugphase verwen-
det werden muss, d. h. x(r = 607) := x(t = 607):

1

x(1) = / X(7) df + x(t = 60™)

60

= /(g (60— 1) + x(t = 607)) df’ + x(r = 607)
60
60 t

= /g (' —60)d +x(t = 60’)/ df + x(t = 607)
60

t
= Le[( —60)*]% + i(t = 607) - (t — 60) + x(t = 60")
= —1g(t—60)* + i(t = 607) - (t — 60) + x(t = 60")
= —%g(t —60)? 4 166.23844 - (t — 60) + 3038.5408
Zu welchem Zeitpunkt erreicht die Rakete Thre Maximalhohe
und welchen Wert hat die Maximalhohe? Zur Beantwortung

diese Frage berechnen wir die Nullstelle der Geschwindigkeits-
funktion in der zweiten Flugphase:

x(t) =0
— g (60— +x(r=607)=0
= =120 460

= 76.623844s.



Etwa 1 min und 16.6 s nach der Ziindung erreicht die Rakete ihre
Maximalhohe, deren Wert

x(76.623844) = 4420.3017m

betrdgt. Nun zur Frage, weshalb die Rakete tiberhaupt abhebt,
obwohl der maximale Schub von Fy = 1000N gerade da-
zu ausreicht, die Gewichtskraft der voll aufgetankten Rakete
der Startmasse von 100kg zu kompensieren. Wiirde sich die-
se Masse nicht durch die Verbrennung verringern, so konnte der
Flugkorper nicht abheben. Da die Masse jedoch kleiner wird,
iibersteigt unmittelbar nach der Ziindung bereits der Schub die
Gewichtskraft, sodass die Rakete abhebt.

7.3 Wir berechnen jeweils fiir den Gesamtenergicaufwand der
beiden Maschinen:

T to T
WD) :/Pl(f)df= /PO‘G_’\’dI—i—/Po‘e_’\’O dr
N———
0 0 fo konst.!
Py

I
I
~
(=)
A~
>|
_l’_
—
~
I
S
|
s
~—
o
=
N

Wz(T)z/Pm:PQ.[z]g:PQ.T
0

Um die Frage zu beantworten, ab welcher Betriebszeit Maschi-
ne 1 sparsamer arbeitet als Maschine 2 (dies muss irgendwann
einmal erfiillt sein, da ja wegen P, (1y) = Py-e 2 = 10000 W -
e ~ 67.379W < P, = 100 W nach #, = 5 Stunden die Leis-
tungsaufnahme von Maschine 1 unterhalb der von Maschine 2
liegt), setzen wir Wi (T) < W,(T) und 16sen nach der Betriebs-
dauer T auf:

Wi(T) < Wa(T)

& Py (l—{—(T—to—l)e_)"O) <P,-T
A A -

P 1
o —O—l-T'PO'e_MO—(to—{— ).Po.e—)ﬂo

A A
—P,-T<0
1 P
<:>T(PO‘37M“—P2) =< (t0+x)P0'ei)””—70
—

<0, (fiir 0. g. Daten)

1 — At Py
©T>(t0+I)P0'e My
- P()'e*l’“ —P2

o et
o e~Mo — P2/P()

Mit A = 1h~!, Py = 10kW, P, = 100W und #y = 5 h ergibt
sich

G+ 1e> -1
Thin = 5 _ 100
10000

A 294.16209h=12d 6h 10 min.
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Dabei ist bis zu diesem Zeitpunkt von jeder Maschine die Ener-
gie
Wi (Tin) = Wo(Tmin) = 100W -294.16209h = 29.416209kWh

verbraucht worden.

7.4 Der Mittelwert der Funktion f(x) im Intervall [a, b] lautet

b
- 1
= / 00 dr.
a) Damit gilt

T

¥
T = Ot /(sin(a)t)+1)dt
— 1
fo

yc

cos(wty) — cos(wy)
T°( ot — 1) +1)'

b) T ~ 60.61°C fiir # = 30s (1.5 Perioden), 7 = 50°C fiir
r = 60s (3 Perioden).

1.5 Fiir das Volumen eines Rotationskorpers mit Berandungs-
funktionf : [a, b] — R gilt

b
V=n / (F())? dx.

a) Mitf : [0, 7] :— R, x — f(x) = sinx folgt fiir das Volumen-
integral V = ”72 ~ 4.935.

b) Fir R > 0 beschreibt f : [-R,R] :— R,x — f(x) =
~/R? — x? als Berandungsfunktion einen Halbkreis in der
oberen Halbebene mit Radius R. Das Volumenintegral hat den
WertV = ‘3—‘71R3 und entspricht dem Volumen einer Kugel mit
Radius R.

7.6 Fir die Mantelfliche eines Rotationskorpers mit Beran-
dungsfunktionf : [a, b] — R gilt

b
M=2n / F@IVT + (F ()2 dx.

a) Mitf : [0, %] — R,x — f(x) = x* folgt fiir das Flicheninte-
gral unter Verwendung der Substitution r = 1 + 9x* der Wert
M= R7 ~ 04223

b)Mit f : [0,7] :—> R,x — f(x) = sinx ergibt sich
zunidchst das Eir;setzen in die Mantelflichenformel das In-

tegral M = 2w f sinx+/1 + cos? xdx. Die Substitution von
0

t = cosx ergibt dr =

-1 i

—2n [ V1 +¢dt = 27 [ /14 12dt. Laut Hinweis
i 4

ist [ Vax’ + cdx = v/ ax? + c+3% In(v/ax? + c+./ax).

Diese Situation liegt fiir das Integral mita = 1 = ¢ vor, wor-
aus dann fiir das gesuchte Integral M = 7(2+4/2+1In %) ~
14.423 folgt.

—sinxdx. Damit folgt zunéchst

M =
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Kapitel 8

8.1

a) Fiir f(x) = sin x1st7}60(x) =22 — 1xt 4 25
b) Fiir f(x) = 3x* +5x3 +x% —4x + 9 ist ]},5,1():) 14 4+25(x—
D434(x—1)2+17x = 1> +3(x = D* = 3x* + 5 + 2% —

4x + 9 = f(x).
¢) Fiir f(x) = exg&_zjfi) ist Tj2,0(x) = e + 2ex’.
d) Ttan,4,0(x) =x+ %
3
e) Tepso(®) = 1 +x+ 5 + 2 = Z%
f)Texp31(x) =e+e(x—1)+§ x—l)2 -1 =

e Z ) 1) == eTexp,?:,O(x - 1)

8.2 Fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion f mit f'(x) =
f(—=x) und £(0) = 1 lautet das Taylor-Polynom vierter Ordnung

um 0

P SR

Tao=1+x—o_2 42
rao =1tx—o5 =+

Der Grenzwert der Taylor-Reihe von f um 0 ist cos x + sin x.

8.3 Es gelte f/(x) > O fiir alle x € I. Wir nehmen an, f wi-
re nicht streng monoton wachsend. Dann gibt es zwei Zahlen
a,b € I mita < b aber f(a) > f(b). Da [ ein Intervall ist, liegt
auch das Intervall [a, b] im Definitionsbereich von f. Nach dem
Mittelwertsatz der Differenzialrechnung gibt es eine Zwischen-
stelle ¢ € (a, b) mit

rip=T0=ID
—d

denn der Nenner ist positiv, wihrend fiir den Zghler f(b) —
f(a) <0 gilt. Also folgt f/(¢) < 0 im Widerspruch zu f’(x) > 0
fiir alle x € 1.

Im analoger Weise kann von f’(x) < 0 fiir alle x € I auf die
streng fallende Monotonie von f geschlossen werden.

8.4 Die Koeffizienten der Fourier-Reihe der Sdgezahnschwin-
gung lauten

ar=0, keN,

_( 1)k+12 kZl

Damit lautet die Fourier-Reihe

o0
> bysin(kx) = 2sin(x) —sin(2x) + 2 sin(3x) — § sin(4x) +. ...
k=1

8.5 Die Fourier-Reihe von f(x) = 2sin(x)cos(x) ist eine
endliche Summe und lautet 1™ — fe”™ = sin(2x). Die
Fourier-Reihe von g(x) = cos? x — sin” x ist eine endliche Sum-
me und lautet 26’2”“ + 1 e’™ = cos(2x). Da beide Reihen
endliche Summen sind, gllt sogar

2 sin(x) cos(x) = sin(2x),

2 )

cos” x — sin” x = cos(2x).

Diese Darstellungen ergeben sich auch aus den Additionstheo-
remen.

Kapitel 9

9.1 Die Stirke der Gesamtkraft ist
|Fy| = g-m = 196.20kN

und daraus ergeben sich Hangabtriebskraft und Normalenkraft
als

|Fy| = |Fg| - cos(30°) = 169.91 kN
|Fy| = |Fg|-sin(30°) = 98.10kN.
9.2 Esist
3
40kN = |Fy| = |Fg| - sin(30°) = % -|Fgl,
also ist
|Fg| 80 46.19kN
m-g= = — —46.
8 G «/§
und damit
m = 4.708kg.

9.3 Wir identifizieren die Linie L mit der x-Achse und den An-
griffspunkt der Krifte mit (0, 0). Dann ist

Fo =15 095(30) CFy =10 Cf)S(—45 ) ’
sin(30°) sin(—45°)
also gilt fiir die Gesamtkraft

20.06
F,=F +F, =
g =X+ (0%)

und daher ist der gesuchte Winkel
a = arccos(0.9998) = 1.23°.

9.4 Es muss gelten

|F] _ |F|
sin(15°) _ sin(30°)
also
IFa) = sin(30°) - 21— 193210,
sin(15°)

9.5 Wir konnen annehmen, dass beide Vektoren vom Nullvektor
verschieden sind (andernfalls sind beide Aussagen erfiillt).

FallsA-v+ p-w=0undz. B. A # 0,s0 st
e
A

V=—"—"-w,

also sind v und w kollinear.

Falls v und w kollinear sind, stimmen in der Polarkoordina-
tendarstellung entweder ihre Winkel iiberein oder unterscheiden
sich um 180°. In beiden Fillen gibtes ein r € R mitv = r - w,
also gilt v + (—r) - w = 0.



Anhang B: Ldsungen 507

9.6 Es ist (cos(233.13°))
2 = 5- .

_3. cos (90°) _5. cos (150°) sin(233.13°)
=7 \sin00y ) YT 7 Lsin (15000

9.13 Die achten Einheitswurzeln sind
und

o V2 V2 ,
o= (i) S
V2 V2
H=——+ —-i, {a=—1,
el —2/3-2 : 2 2
9.7 Der Winkel ist ¢ = arccos( X, ) = 165°, und es ist ¢ V22 ¢
s=——0 — i, 6 =i,
ve =41 (1), N
©oAl b=7 -7 &=l

9.8 Der Winkel ist ¢ = arccos( 14 ) = 8.13°, und es ist
V10-v20 9.14 Esistz = 3+/2- (cos (T”) +i-sin (77”)) und damit gilt

7 1 1 1 -2
V, = - Vo= = - . i
w 3 o) Tw 5 1 Zz =138 (COS( )+1 Sln(2 )) = 18i

2 =542 (cos () +i-sin (Z)) = —54 — 54i
9.9 Da v’ und w kollinear sind, gilt v' = r- w fiir ein r € R.

4 —
Damit gilt nach Gl. (9.4): 2 =324 (cos (Tm) +i-sin (7)) = —324.
(v, w) (v + v, w)
vy = e ‘W= WP " w 9.15 Esistz = +/25- (cos (3£ %) +i-sin (T”)),und damit sind
, " die vier vierten Wurzeln von z gleich
(v, w) (v, w)
— > -w J’_ 3 - w
] ] /53
(v, w) m=-—--{y2+ 2-V2+4i-\2-y2-V2
_ ‘w
lw|?
(r-w. w) /53
= g Y m=—"|-y2- 2— V241024242
re|wl?
= W =Tw 5
/|w| = —\/2+ 2-V2—i \/2— 22
=v
wobei wir schon ausgenutzt haben, dass v” senkrecht auf w Y5
steht. Damit gilt auch m=—"|y2- 2-V2—i-\24+V2-V2

1 _ ro_ N
Vy =V—Vy =V—0V =0V .

9.10 Eine komplexe Zahl z liegt

1 3 1 3
1. im ersten Quadranten, wenn Re(z) > 0 und Im(z) > 0, H=-— £ ‘i, p=-+ £ .
2. im zweiten Quadranten, wenn Re(z) < 0 und Im(z) > 0, 2 2 2 2
3. im d.rltten Quadranten, wenn Re(z) < 0 und Im(z) <0, 9.17 Die Gleichung hat die Lésungen
4. im vierten Quadranten, wenn Re(z) > 0 und Im(z) < 0.
- V2 N V2 o | V2 V2
: =— — 4+ — -1, =—1-— - —-i.

9.11 Esist 21 B B 2 ) B

21022 =—12-5i 9.18 Die Gleichung hat die Losungen

1 2 = —1 .

b a=1 n=-1+i z=-1-i
9.12 Esist 9.19 Esist

-2

(cos(lSO")) P_Q> |1
z1=2-1 .
sin(150°)
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9.20 Esist
lu| = ~/29
lv| = V11
lw| =6.
9.21 Esist
28
a=1]1
7
11
b=|-2
0
5
c= |11
23
21
d= |31
71
und
la| = /834
b| =55
le| = 154/3
|d| = v6443.
9.22 Es ist
3
F,=]2], |F,| = ~/29
4

9.23 Esist 7 = (1, 3, 3).
9.24 Esist Q = (15, —1, 13).

9.25 Der Teilungspunkt 7 ist der Punkt mit dem Ortsvektor

r(T):r(P)+%‘P—Q>
="(P)+ - (r(Q) —r(P))
_L. M
=t r(P)+m1+m2 r(Q).

und das ist gerade die Definition des Massenschwerpunktes von
Pund Q.
9.26 EsistS = (4,4,3).

9.27 EsistS; = (4,3,5),5, = (6,7, 3) und der Massenschwer-
punkt des Gesamtsystems ist S = (5,5, 4).

9.28 Wir bezeichnen mit A den Massenschwerpunkt des Sys-
tems Sy, ..., S; mit Massen my, ..., m; und mit B den Massen-

schwerpunkt aller Einzelpunkte. Dann gilt

1

pTR—— (my - r(S1) -1 (S)
1 1
= my - — (my g -r(Pr1) + -+ myp, -r(Pry,))
ny m
szi,k

I=1i=1

1
oo my— (myy o r(Pe) o A My - r(Pknk)))
my

S (ZZr(P,.»)
m

K om
) =1 i=1
I=1i=1
=B.
Kapitel 10
10.1 Es ist @ = arccos <—f> ~ 63.14°.
10.2 Fiir v gilt
oy & S54.74°, oy A 125.26°,  «, &~ 54.74°,

und fiir u gilt

o, =45°, o, ~ 114.10°, o, ~ 125.26°.

Der Winkel zwischen v und u ist

o~ 71.90°.

10.3 Es gilt
lv+w?=(v+w,v+w)
= (v,v) + (v, w) + (w,v) + (w, w)
= |v|2 +2-(v,w) + |w|2.

Da v und w genau dann senkrecht aufeinander stehen, wenn
(v, w) = 0, folgt hieraus die Behauptung.

10.4 Es gilt

v+ wP=(v+wv+w)
= (v.v) + (v, w) + (w,v) + (w, w)
= v +2- (v, w) + [w]*.

Da v und w genau dann parallel sind, wenn (v, w) = |v| - |w],
folgt hieraus nach der ersten binomischen Formel die Behaup-
tung.

10.5

a) Die Aussage ist falsch, z. B. fir v = w = e;.

b) Die Aussage ist richtig, vergleiche dazu die Ausfiihrungen in
der Losung zu Augabe 10.3 oder 10.4.

c) Die Aussage ist falsch, z.B. fir v = e;, w = e;.



10.6 Bezeichnet o den gesuchten Winkel, so gilt nach dem Satz
von Pythagoras
|Fg| = |F|-cos(a).

Damit erhalten wir die Gleichung
900 = 200 - cos(x) - 8,
und es folgt
o = arccos 2 = 55.77°.
16
10.7 Esist

1-1-3-(=1) 4
3.1—-1-2 | =1
2-(-)—1-1 -3

VXW =

und [v, w, v X w] = 26.

10.8 Esist [u,v,w] = 0, also sind die Vektoren komplanar.
Alternativ gilt auch

w=3-u—2-v,
also liegt w schon in der von u und v aufgespannten Ebene.

10.9 Das Parallelepiped wird erzeugt von den Vektoren

4 0 2
u=|-1|, v=1|3], w=1]|2
-1 2 2

Damit gilt fiir sein Volumen
V =|[u,v,w]| = 10.
10.10 Das Parallelepiped hat das Volumen
V=|u,v,w]] =6.

10.11

a) Die Aussage ist richtig, denn
uxv+ovxu=uxv—uxv=_0.
b) Die Aussage ist richtig, denn

U—v)XWwW=uXw—vXW=UXW+WX0DV.

1
c) Die Aussage ist falsch, wie man an den Vektoren u = | 2
3 3
und v = | 2 | sehen kann.
1

Anhang B: Losungen

10.12 Da der Drehimpuls eine ErhaltungsgoBe ist, ist L in je-
dem Punkt gleich, und kann daher aus einem beliebigen Punkt
der Bewegungsbahn ermittelt werden, z. B. dem Punkt (2,0, 0).

2 0 0
L=]0]x500-{3]=]0
0 0 30

10.13 Aus der Gleichung
Fp=|F.|=l|qg-(vxB)|=¢g-v-B-sin(a),

wobei o den gesuchten Winkel bezeichnet, erhalten wir

in(@) F 1.5-10716
sin(a) = =
qg-v-B 1.602-10-19.5.00-10°-6.00-10~*
=0.3121
und damit
o =18.2° odera = 161.8°.

10.14 Esistd(P,Q) = 2- /2.

10.15 Esistd(P,G) = % ~ 422,

10.16 Esistd(P,G) = % ~ 4.82.

T
2
10.17 Die beiden Geraden sind nicht parallel, da g, = | 1
4 1
und g, = | —2 | nicht kollinear sind. Die Geraden sind wind-
-2

schief, da [g,g,,52 —s1] # 0. Es ist

10
d(G,Gy)) = ——.
(G1,Gy) YV
-2
10.18 Die beiden Geraden sind parallel, dag, = | 1 | und
4 1
g, = | —2 | kollinear sind (g, = (—2) - g/). Es ist
-2
5-411
d(G1,Gy) = N

10.19 Ist s der Ortsvektor des Schnittpunktes S, so ist s ein
Stiitzvektor sowohl fiir G; als auch fiir G,. Damit ist klar, dass
o der Winkel zwischen den beiden Richtungsvektoren g, und g,
ist, also

l{g.85)]

cos(a) = .
lg1| - gl

509
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1
10.20 Die Ebene hat den Normalenvektorng = | 4 | und da-
mit ist -1
d(P,E) = —4
’ 3V2
—12
10.21 Die Ebene hat den Normalenvektor np = | 12 | und
damit ist S 0
2
d(P,E) = —.
2
—12
10.22 Die Ebene hat den Normalenvektor ng = 12
0 0
und die Gerade hat den Richtungsvektor g = | 0 |, also ist

2
(ng,g) = 0, und damit ist die Gerade parallel zur Ebene und

d(G,E)=0.
Die Gerade ist also schon in der Ebene enthalten.

1

10.23 Die Ebene hat den Normalenvektorng = | 5
1 -1
Gerade hat den Richtungsvektorg = | 1 |, also ist (ng,g) = 0,

6
und damit ist die Gerade parallel zur Ebene und

und die

2
d(G,E) = ——.
(G,E) Wi
10.24
3 0 2
E=|ol+a|1|+n]1
0 2 0

10.25 Da S auf G liegt, gibtes ein r € R mitr(S) = s, +r-g.
Da S auch auf E liegt, haben wir

(ng,s1) = (ng,r(S)) = (ng,s2) + - (ng,g) .
Also gilt

(ng,s1 —s2)
(ng.g)

_ (ng.s1) — (ng.so)
r = =

(ng.g)

wie gewiinscht.

10.26 Wir bezeichnen mit P den Endpunkt von r(S) + g und
mit Q den Fulpunkt des Lotes von P auf E. Dann ist « in dem
rechtwinkligen Dreieck mit den Ecken S, P und Q der Winkel
beim Punkt S. Damit ist

_ (ne.g)
Ing| - gl

PO

sin(a) = 5P

Kapitel 11

11.1 Die Menge V ist ein Untervektorraum, denn die drei Un-
tervektorraumaxiome sind erfiillt, wie man leicht nachrechnet.

11.2 Esistv = € V (fiirt = 1), aber nicht2-v =

—_— = =
[\S 2N \S I \S)

1 2
denn aufgrund der ersten Komponente miisste ¢ = 2 gelten, aber
dann miisste die zweite Komponente 2% = 4 sein.

11.3 Die Menge V ist ein Untervektorraum, denn die drei Un-
tervektorraumaxiome sind erfiillt, wie man leicht nachrechnet.

11.4 Ausri-vi+r-va+r-v3=0folgtry =r, =r; =0,
wie man leicht nachrechnet.

115 Esist2-v; + v, —2-v3 = 0, also sind die Vektoren linear
abhingig.

11.6 Ausri-vi+r-va+r3-v3 = 0folgtry = r, = r; =0, wie
man leicht nachrechnet. Damit sind v, v,, v3 linear unabhén-
gig. Drei linear unabhingige Vektoren im R bilden aber schon
eine Basis von R?.

11.7 Man rechnet leicht nach, dass gilt:

X1
1. Sind r,s € R beliebig, so erfiillt | x, | = r- vy + 5 - v, die
X3
Gleichung x; + 2x; + 3x3 = 0.
2. Erfiillen xy, x5, x3 die Gleichung x; + 2x; + 3x3 = 0, so ist
X1
x| = (x) v +x3-0,.
X3

Das beweist die Gleichheit.

11.8 Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren an und erhalten
zunéchst die paarweise orthogonalen Vektoren

3 | =27 1 1
uy=\4), w,=—-| 14\, u3=—13
5 50 5 19 _3

und, nach Normierung, die Orthonormalbasis

3 —27 |
L (s L 1
w=— (4], w, = —- LWy = —
L V50 |\ > /950 s T /10 3

11.9 Eine einfache Rechnung zeigt, dass vy, v, und vs li-
near unabhingig sind, und daher bilden sie eine Basis von
R3. Auf diesen Vektoren wenden wir das Gram-Schmidt-
Orthonormalisierungsverfahren an und erhalten zunichst die



paarweise orthogonalen Vektoren

1 1 16 1 1
u=\2), wo==--\41, uzs=—-1-2
3 T \g 3\
und, nach Normierung, die Orthonormalbasis
1 ! 1 ) 1 12
w —_— , w —_ , w3y = —|—
v\ v L) T e

11.10 Wir machen den Ansatz
O0=r-vi+s-v
mit , s € R und haben zu zeigen, dass r = s = 0. Es gilt
0=(0,v) = (r-vi,vy) + (s-v2,vy) =7r-|vq],

woraus folgt, dass r = 0 (da |v;| # 0). Genauso zeigt man s =
0, und dieser Beweis verallgemeinert sich sofort auf n Vektoren.

11.11 Wir ergénzen v, v, durch

v3: v4_

S O = O

1
0
ol
0

Anhang B: Losungen

11.15 Wir machen den Ansatz r - f + s - ¢ = 0 und haben zu
zeigen, dass r = 5 = 0.

Die Gleichung r - f + s - g = 0 im Vektorraum V bedeutet, dass
r - cos(x) + s - sin(x) = O fiir alle x € R. Setzen wir speziell
x = O ein, so erhalten wir - 1 + 0 = 0, also r = 0, und setzen
wir x = % ein, so ergibt sich 0+ s-1 = 0, also s = 0. Damit ist
die lineare Unabhingigkeit gezeigt.

11.16 Wir machen den Ansatz r - f + s - ¢ = 0 und haben zu
zeigen, dass r = s = 0.

Die Gleichung r - f + s - g = 0 im Vektorraum V bedeutet, dass
r-exp(x) + s-In(x) = O fiir alle x € (0, 00). Setzen wir speziell
x = 1 ein, so erhalten wir 7 -e! + 0 = 0, also » = 0, und
setzen wir x = 2 ein, so ergibt sich 0 -e? + s -In(2) = 0 (da ja
bereits r = 0), also s = 0. Damit ist die lineare Unabhingigkeit
gezeigt.

11.17 Esistx> — 1 = (x— 1) - (x + 1), und deshalb kénnen wir
Partialbruchzerlegung durchfiihren und erhalten
b 1 1 1 1
212 %t 2
fiir alle x € (1, co), und damit

1 1
h— = f—=.g=0.
/=3¢

Also sind die drei Funktionen nicht linear unabhingig.

x—1

11.18 Wirschreiben £y =0y +A-p,+pu-p,und E; = 0,4+ A-
q, + |- q,. Da E; parallel zu E; ist, gibtes ry, r2, 51, 52 € R mit

zu einer Basis von R* und orthonormalisieren diese Basis mit Py = r1-q,+s1-q, und p, = ry-q,+s2-q,. Die Vektoren p, und p,

dem Gram-Schmidt-Verfahren:

1 1
1 0 . 1 3
w; = «/?_> e wy = 13 1 s
1 -2
3 0
1 —1 1 1
w3 = — , w —
3 e = 4 ﬁ -1
—1 1

Die Vektoren w; und w, bilden nun eine Orthonormalbasis von
U und die Vektoren w; und w4 bilden eine Orthonormalbasis
von U*t.

11.12 Das ist klar, denn (ng, v) = Ofiiralle v € E.

11.13 Wihle eine beliebige Basis uy,...,u; von U und er-
ginze durch u;y,...,u, zu einer Basis von R"”. Wende das
Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren an und erhalte
eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von R", wobei v{,...,v; €i-
ne Orthonormalbasis von U ist und vy, ..., v, eine von U™ .
Insbesondere gilt also

dim (UY) =n—1.

11.14 Die Vektorraumaxiome konnen genauso nachgerechnet
werden wie im Beispiel V = Abb([a, b], R).

sind also in dem von ¢, und ¢, erzeugten Untervektorraum U C
R3, der die Dimension 2 hat, da g, und g, nach Voraussetzung
nicht kollinear sind, also eine Basis von U bilden. Aber auch p,
und p, sind linear unabhéngig, und daher bilden Sie nach dem
Austauschsatz von Steinitz ebenfalls eine Basis von U. Deshalb
gibt es ay,ax,by,b, € Rmitq, = a,-p, + b, -p,und ¢, =
a -p, + by - p,. Folglich ist auch E, parallel zu E;.

11.19 Die Menge U ist nicht leer, da die Nullfunktion die
Bedingung erfiillt. Die anderen Untervektorraumaxiome lassen
sich leicht nachrechnen, da fiir (zweimal) stetig differenzierbare
Funktionen f und g und fiir r, s € R gilt

(ref+s-8) () =1f'(x) +sg'(x)
(rf+s-8)"(x) =1f"(x) +58"(x).

Kapitel 12
12.1 Die allgemeine Losung hat die Form
xi=-r, xx=-3r, x3=2r, x4=r
mit einem Parameter r € R.
12.2 Die allgemeine Losung hat die Form
xy=5r, xo=-4r, x3=12r, x4 =19r

mit einem Parameter r € R.
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12.3 Das Gleichungssystem ist 1sbar und die allgemeine Lo-
sung hat die Form

r+2
3

_ —4r+4

_4r+5
X2 = 9 s

X3 = 9

X1 = X4 =T

mit einem Parameter » € R.

12.4 Das Gleichungssystem ist 16sbar und hat die eindeutige
Losung

X3 = —

3 3 1
X1=-, X==, =.
Ty T g 2

12.5 Das Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar fiir ¢ # —%
und hat in diesem Fall die eindeutige Losung

3c+4
X4 =
dc+ 6

c+1

3c+6
Xy = ——, =
2c+3

Cde+ 6

x; =0,

12.6 Das Gleichungssystem ist nicht 16sbar fiir @ = 0 und fiir
a = 10. In allen anderen Féllen hat es die eindeutige Losung

4a® + T4a —6 —3a*—53a+4
Xp=—, H=————""",
: a-(a—10) : a-(a—10)
_ 24a-2 _ 7
x3_a‘(a—10)’ = a—10"
12.7 Esist
1 2 3 3 1 =«
AT=12 3 1|, BT = V22
3 2 4 T 2 4

Dabei ist A nicht symmetrisch und B ist symmetrisch.

12.8
1 4 3
|23 3 r_f1 3 4
32 4 | 2 4 3 1
4 5 —4

0 1 1

A= 2 1 2 3
3 -1 1 =2
1 -1 -1 4

0o 1 1 1]5

2 1 2 313
(Alb) =

3 -1 1 2|1

1 -1 -1 43

Das Gleichungssystem ist nicht losbar.

12.10 Die augmentierte Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems ist

-1 1 2 1|1
1 2 2 312
Alb) =
(418) 1 3 —-1]|3
1 -1 -1 1 |4

Das Gleichungssystem hat die eindeutige Losung

I o1 29 73
M=735 “T 735 BT 35 MT 35

12.11 Die augmentierte Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems ist

1 2 4 —4 4 |7
1 -4 -5 4
2 -5 -7 6

(A[b) =

Die reduzierte Normalform des Systems ist

1 000 =2/ 1
01 0 0 3 14
0 01 0 2|26
00 0 1 2 |-17

B =

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen

x|y =2r—+1, x3 = —2r — 26,

x4 = —2r—17,

x; = =3r+ 14,

Xs =7T.

12.12 Die augmentierte Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems ist

i 1+i 1-i| 2
Ap =12 o 3 [ 1+42i
0 i 1 3i

Die reduzierte Normalform des Systems ist

10 0]-3+i

— 16
B=|0 1 0| 1
7 -
00 1| -1

und damit erhalten wir die eindeutige Losung

) 16 7.
xp=-3+1, = Xy=—ged
12.13 Das System hat keine Losung fiir a = —% - 1. In allen

anderen Fillen hat das System eine eindeutige Losung. Setzen

wir dazu . .
_6—2-it+da—a-i

2a+3)-G+1)

so ist diese Losung gegeben durch

Xp=1i—=24+(14+1i)-r,
X4 =7T.

x; =0,
x3=1i—4+A+2-i)r,



12.14 Es st
2 6
Al = (; i), B'=]|3 -4
1 =2
und
20 28
14 -5 -3 T
A-B= 30 7 5| B -A=1]1-9 -10
-5 -6
12.15 Esist
ATzll,BTZZ 3,A+B:3_4
-1 1 -3 2 -2 3
sowie
AB— 5 =5 C BA= -1 -5
-1 -1 -1 5
12.16 Es st
AB— —817 —3—1—4.11 .
34271 5-8 7-—6i
17 —i —9 + 18i
BT -A=|-154+7i 1-15i
—7-3i 4 —8i
12.17
a)A-B = -3 5 7))
0o 1 =2

b) B - A ist nicht definiert.

C)B-C:(O 2).
0o -7

-3 0
dBT-A=]|5 1
-7 =2
2 -1
eyB'+C=1]1 4
2 =2

12.18 Entsteht B aus A durch Addition des A—fachen der ers-
ten Zeile zur zweiten, ist r = Rang(A), und ist ay, ..., a, eine
Basis von Bild(A), so ist by,...,b, mith, = a; + A -a;; - &
(wobei a; | die erste Komponente von a; bezeichnet) eine Basis
von Bild(B), also gilt Rang(A) = Rang(B).

12.19 Esist

Rang(A) =2, Nul(A) =1, Rang(B) =3, Nul(B) =1.
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1 2
12.20 Eine Basis von Bild(A) istby = | 3 | und b, = | 2
2 0

Daher ist A - x = b 16sbar fiir alle Vektoren b von der Form

b=r-by+s-b, (r,seR).

1 3
. . . . 1 4
12.21 Eine Basis von Bild(A) ist b; = ) und b, = 5
0 5

2

und eine Basis von ker(A) istv = | —1

0

12.22 Wegen Nul(A) = 0 ist nach dem Rangsatz Rang(A) = n,
also Bild(A) = R". Damit ist A - x = b fiir jedes b € R” 16sbar.
Sind x und y zwei Losungen, so istx —y € Kern(A), und damit
ist (wegen Nul(4) = 0) schonx = y.

12.23 Da Rang(A) = 2 erzeugen die Zeilen a(;) und a(yy den
Zeilenraum, insbesondere also a(3), die dritte Zeile von A. Ein
x € R? ist bekanntlich dann in ker(A), wenn (ag),x) = O fiir
i = 1,2,3, also hier fiir i = 1,2 (da die dritte Zeile von den
ersten beiden linear abhingig ist). Der Raum der Vektoren, die
senkrecht auf a(;y und a(y) stehen, wird aber von a1y x a() er-
zeugt.

Kapitel 13

13.1 Esist det(4;) = 8, det(A;) = 0, det(A3) = 13 und
det (A4) = —6.

13.2 Ganz allgemein gilt fiir 2 x 2-Matrizen A = (a;;) und
B = (b;), dass

AB— (al.lbl,l + a2ba

ay b1+ aiabrp
az1by1 + axpby g

az b1+ axabrn

und damit
det(A-B) = (ai.1h1,1 + a12b21) - (a2,1b12 + az2b2 )

—(a11b12 + a12b22) - (a21b11 + az2b2 )

= ap br1a2.1b12 + ai11b1 1022622
+ a12b2102,1b12 + a12b21a22D22
—ai1b12a21b11 — a11b1 262202
—a12b22a21b11 — a12b22a22D2

= aribr1a22b22 + ai2b2 1021012

—ay,1b12a22bs 1 — ajpbapaz by

(ar1a22 — a12a2,1) - (b1,1b22 — b12D21)

detA - detB.
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13.3 Esist

10 2
X1 = —/—, X2= —

detA = —4,
4 4

13.4 Esist det(A) = —5, und daher hat jedes Gleichungssys-
tem mit Koeffizientenmatrix A nach der cramerschen Regel eine
eindeutige Losung, hier x; = 3, x, = —2.

13.5 Esistdet(A) = 2a — 4, und damit hat A - x = b nach der
cramerschen Regel genau dann eine eindeutige Losung fiir alle
b c R? wenna # 2.

13.6 AllgemeinistdetA = a; - ax2 —aj, - az, und daher ist
det(A) = —aj-ay, genau dann, wenn a, | -az» = 0, also wenn
ajy =0oderaz, = 0.

13.7 Allgemein ist detA = a;; - axp — aj - az;. Falls also
detA = 0,s0 gilta; | -axo = a1, - ap;. Ist also die erste Zeile
nicht die Nullzeile, so ist die zweite ein Vielfaches von ihr. Ist
die erste Zeile die Nullzeile, so ist sie das Nullfache der zweiten.

13.8 Esist detA = 42, det B = —60 und det(C) = 14.

13.9 Esist

1 1 1 1 1 1
Ay = , Ap = , Az = )
o= () (1) =6
0 1 3.1 3.0
Ay = , Ay = , Az =
= (00) = (3 ) - (30

und det(A;;) = 2, det (AI,Z) = —1, det(A;3) = -3,
det (Ay1) = 1,det(Az5) = 1, det (A23) = —3 und detA = 3.

13.10 Esist detA = 50 # 0, und daher hat das Gleichungs-
system nach der cramerschen Regel fiir jedes b € R? eine
eindeutige Losung.

13.11 Die Aussage folgt aus dem Schema von Sarrus (oder der
definierenden Formel), da in diesem Fall alle anderen Term, die
in der Determinante auftauchen entweder a; ; oder a; » oder a; |
enthalten, also O sind.

13.12 Da die Determinante einer Matrix mit dem Spatprodukt
der drei Spaltenvektoren iibereinstimmt, folgt diese Aussage aus
der entsprechenden Aussage fiir Spatprodukte (vergleiche Ab-
schn. 10.2).

13.13 Esist detA = 1, detB =
detD = 451.

270, detC = —386 und
13.14 Diese Determinante wird am besten berechnet, indem wir
A auf obere Dreiecksform bringen. Es ist detA = —780.

13.15 Das folgt durch Induktion nach n; und Entwicklung nach
der ersten Spalte.

13.16 Esist
24 24 8 0
—4 4 -l 0 12 16 6
A=|8 -8 2|, B= o 0 ) b
4 4 -1

13.17 Die Formel folgt induktiv durch Entwicklung nach der
ersten Spalte.

Fiir n = 2 kann die Formel sofort nachgerechnet werden.

Fiir den Induktionsschluss n — n + 1 beachten Sie zunichst,
dass die Matrix V(ry, ..., r,4+1) durch Subtraktion der r;—fachen
der n—ten Spalte von der (n + 1)—ten, des rj—fachen der (n— 1)—
ten Spalte von der n—ten usw. libergeht in die Matrix

1 0 0 0
1 rh—r 2 —rr Pl
2 1 2 172 2 179
W =
1 r —r = o —
n+1 1 n+1 17n+1 n+1 IR

und nach den Regeln zur Berechnung der Determinante gilt

det (V(r1, ... ras1)) = det (W)
= 1-det (Wl,l)
n+1

= ]_[(rj —ry)-det(V(ra,...,1m11))
=2
= H(G—l’i)~

wobei wir in der dritten Zeile ausgenutzt haben, dass wir aus
der j—ten Zeile von W, | den Faktor rj;.; — 1 nach vorne ziehen
konnen und in der letzten Zeile die Induktionsvoraussetzung be-
nutzt haben.

13.18 Es ist

13.19 Es st

13.20 EsistdetA = 0, also ist A nicht invertierbar.

13.21 Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn sie Rang
n hat, also wenn ihre Zeilen linear unabhingig sind. Wegen
Rang (A7) = Rang(A) ist das aber dquivalent dazu, dass die
Zeilen von A", also die Spalten von A, linear unabhingig sind.

13.22 Die Matrizen A und B sind orthogonal, die Matrix C
nicht.



13.23 Die Abbildung wird beschrieben durch die Matrix

WIN W
W=
W [SSI[ )
W=
WINWIN |
W=

13.24 Wegen | = det(E,) = det(A-A™") = det(A-AT) =
det (A)-det (A7) und det (A7) = det (A) muss fiir eine orthogo-
nale Matrix (detA)? = 1 gelten, also detA = +1.

13.25 Esist (A-B)"T = BT -AT. Sind also A und B orthogonal,
so gilt

A-B-(A-B)f =A-B-B" AT =A.E,-A" =E,.

und das bedeutet gerade, dass A - B orthogonal ist.

13.26 Wegen U - U = E, und detT '
|detU|*> = 1, also | det U| = 1.

= det U muss gelten

. . i 0). . . . .
Die Matrix U = (0 1) ist unitar mit Determinante i.

Kapitel 14

14.1 Die Matrix A hat die Eigenwerte Ay = O und A, = 8 mit
zugehorigen Eigenvektoren

() (3

(jeweils mit Vielfachen). Die Matrix B hat die Eigenwerte 1| =
1 und A, = 2 mit zugehorigen Eigenvektoren

o f) e

(jeweils mit Vielfachen).

14.2 Die Matrix A hat die Eigenwerte A; = 3 4 J3und A, =
3 — /3 mit zugehorigen Eigenvektoren

1+3 1-V3
v = i und v, = i

(jeweils mit Vielfachen). Die Matrix B hat die Eigenwerte A; =

%ﬂ und A, = %ﬂ mit zugehorigen Eigenvektoren

(5 + JH) (5 - m)
v = und v, =
4 4

(jeweils mit Vielfachen).
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14.3 Die Matrix A hat Eigenwerte Ay = —1 mit Eigenvektor
—1
vy = | 0 | (und nicht-triviale Vielfache), A, = 1 mit Eigen-
2
—1
vektor v, = | 2 | (und nicht-triviale Vielfache) und A; = 4
0
2
mit Eigenvektor vs = | 5 | (und nicht-triviale Vielfache).
6
14.4 Die Matrix A hat Eigenwerte Ay = —1 mit Eigenvektor
2
vy = | —2 | (und nicht-triviale Vielfache), A, = 1 mit Eigen-
1
0
vektor v, = | 0 | (und nicht-triviale Vielfache) und A3 = 2 mit
1
—1
Eigenvektor v3 = | —2 | (und nicht-triviale Vielfache).
1

14.5 Die Matrix A hat das charakteristische Polynom P4 (1) =
A% —2cos(a) - A + 1. Seine Nullstellen sind genau dann reell,
wenn cos(a) + 1, also wenn o = k- 7 fiirein k € Z.

14.6 Die Matrix A hat das charakteristische Polynom P4(1) =
A% — 1. Seine Nullstellen sind immer reell, und daher hat A fiir

jedes « reelle Eigenwerte.

14.7 Die Matrix A hat die beiden Eigenwerte A; = 2 — 3i und
A2 = 2 + 3i mit zugehorigen Eigenvektoren

of) = )

(jeweils mit Vielfachen). Die Matrix B hat die Eigenwerte 1| =
4 +iund A, = 4 — i mit zugehorigen Eigenvektoren

2—i 2+i
v, = und vy =

(jeweils mit Vielfachen).

14.8 Die Matrix A hat die Eigenwerte A; = —1 und A, = 3 mit
zugehorigen Eigenvektoren
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(jeweils mit Vielfachen). Die Matrix B hat die Eigenwerte 1| =
—iund A, = 3i mit zugehorigen Eigenvektoren

() =

(jeweils mit Vielfachen).

14.9 Die Matrix A hat fiir b # 0 die beiden Eigenwerte A,
a—b-iund Ay = a + b -imit zugehorigen Eigenvektoren

v = (T) und v, = (i)
Fiir b = 0 ist a der einzige Eigenwert und jeder Vektor v # 0
ist ein Eigenvektor.

14.10 Wir betrachten den Fall n = 2 und haben zu zeigen: Ist
r-vy +s-vy =0, so gilt schon r = s = 0. Dazu gilt

0=A-0=A-(r-vi+s-v)=r-A1-v,+s-42-v2
und damit folgt

O0=r-Ar-vi+s-A2-v3—A-(r-vy+s-v2)
=r-(Ai—X1) vy

Da A, — A, # 0, muss notwendig r = 0 gelten, und damit auch
s =0.

Der allgemeine Fall folgt hieraus durch vollstdndige Induktion.

14.11 Die Matrix A, ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten
A = 1, A, = 3, die Matrix A, ist diagonalisierbar mit den
Eigenwerten A; = 2, A, = 3. Transformationsmatrizen sind

-1 1 11
S = , S = .
14.12 Die Matrix A; hat den doppelten Eigenwert A; = 2 und
ist nicht diagonalisierbar, die Matrix A, ist diagonalisierbar mit
Eigenwerten A = 4 — V2 und A, = 4 + /2. Eine Transfor-
mationsmatrix fiir A, ist

(2—J§ 2+f2>
=" AP

14.13 Die Matrix A, ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten
A =3—-2-1, Ay = 3 + 2 -1, die Matrix A, ist diagonalisier-
bar mit den Eigenwerten Ay = —2 -3 -1, A, = =2+ 3-1i.
Transformationsmatrizen sind

S, = -1 i S = —1-31 —143-i ’
1 1 5 5

14.14 Die Matrix A; ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten
A= '_‘/ﬂ, Ay = Hz—‘/ﬂ, die Matrix A, ist diagonalisierbar mit

2
den Eigenwerten A; = —1, A, = 4. Transformationsmatrizen

sind
5_ VA 54 41 o (12
4 4 R ST

14.15 Die Matrix A; ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten
A =—-2-3-i, A, = =2 4 3 -1, die Matrix A, ist diagonali-
sierbar mit den Eigenwerten A; = 2 — V2, =242
Transformationsmatrizen sind

Sl:(l _1>’ 52:(ﬁ b)'

14.16 Die Matrix A ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten

S, =

A1 = —1 (doppelt) und A, = 1. Eine Transformationsmatrix fiir
A st
-1 -2 5
S=15 0 1
0 5 2

14.17 Die Matrix A; ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten
A = 0,1, = =2 und A3 = —3, die Matrix A, ist diagona-
lisierbar mit den Eigenwerten A; = 1 und A, = 2 (doppelt).
Transformationsmatrizen sind

0 -2 -1 3
Si=]-1 1 01,
1 0 1 3

14.18 Die Matrix A; hat die Eigenwerte A; = 1 (doppelt) und
A> = 2. Eigenvektoren zu A; sind die nicht-trivialen Vielfa-

0
chenvonv; = | 0 |, Eigenvektoren zu A, sind die nichttrivialen
1
3
Vielfachen von v, = | 2 |. Die Matrix A, ist nicht diagonali-
1
sierbar. Die Matrix A, ist diagonalisierbar mit den Eigenwerten
A1t = —1,A, = 1 und A3 = 2. Transformationsmatrix fiir A, ist
1 2 1
S=]-1 -3 =2
2 2 1

Eigenvektoren von A, sind die nichttrivialen Vielfachen der
Spalten von S5.

14.19 Die Matrix A; hat die Eigenwerte Ay = —1 und A, =
5, die Matrix A, hat die Eigenwerte A; = —15 (doppelt) und
A> = 15. Die Matrizen A bzw. A, werden diagonalisiert durch



die orthogonalen Matrizen

1

_2 A2 3/—2_6 195

_ 2 2 - = __L

Si=\yn &) 9= 7% ~7%
0

a~gl-5l

14.20 In beiden Fillen funktioniert die orthogonale Transfor-

mationsmatrix

_V2 A2

S = 2 2
N2ooov2 )
2 2

Beachten Sie dabei, dass A die Eigenwerte @ + 1 und @ — 1 hat

und B die Eigenwerte a + 1 und 1 — a.

14.21 Eine Matrix, die A, ; auf Diagonalgestalt bringt, ist

s:(i ‘11).

14.22 Die Matrix A hat die Eigenwerte A; = 1 und A, = 2

(doppelt) und wird durch

—68 —126 69
S=1 51 90 51
-17 =24 17

trigonalisiert. S bringt A sogar in die jordansche Normalform.

Beachten Sie dabei, dass A nicht diagonalisierbar ist.

14.23 Die Matrix A hat den Eigenwert A; = 2 (dreifach) und

wird durch
0 1 1
S=12 4 0
2 30

trigonalisiert. S bringt A sogar in die jordansche Normalform
(mit einem Jordan-Kistchen). Beachten Sie dabei, dass A nicht

diagonalisierbar ist.

14.24 Die Matrix A hat die Eigenwerte Ay = lund A, = —1

(doppelt) und wird durch

in die jordansche Normalform gebracht. Beachten Sie dabei,

dass A nicht diagonalisierbar ist.

14.25 Fiir die beiden Matrizen

Ao 0 1 C B= 0 0
0 0 1 0
gilt:

1 (1 -1 2 1
AB = Z. el+e le+e # =et.ef
2 —E+C E+C 1 1

Der Grund hierfiir ist, dass A - B # B - A.
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14.26 Eine QR-Zerlegung von A ist gegeben durch

(8 ) w08
2 L o ¥ V2

2 2

14.27 Eine QR-Zerlegung von A ist gegeben durch

1 -1 1 1 2 =3 =2
1 — —
0=1. 1 1 1 1  R= 0 5 2
2 |1 1 1 -1 0o 0 4
I -1 -1 -1 0 0 O

V2 A2

U:(% 7\5)’ S:<\/7 0 0>’
£ 0 V5 0
2 0 5
V14 V35

v=|-L X __L

3

10

L 3
V14 V10 V35

14.29 Eine Singulidrwertzerlegung von A ist gegeben durch

3 2
m 0 05
2 y2 1 _ 1
v=|v7 T v 7
2, 2 _af
V21 NG V7
2 N2 1 _ 1
V21 2 NG J7
V100
g— 0O 1 0 7
0O 0 1
0O 0 O
V3 2
5 0 -
v=|L8 _£ L
=\ 2 7
M3 N2 L
3 2 7
Die Pseudoinverse A™ von A ist
1 3 4 3
ar=i a5 3
7

Kapitel 15

15.1

1. Mitarbeiterzahl: Z.B. 5, 17 Familienstand des Chefs: ledig,
verheiratet Hergestellte Produkte: z.B. Tische, Schrauben,
Hosen Qualitidt der Produkte: z. B. niedrig, mittel, hoch Um-
satz eines Jahres: 1 Mio. Euro, 100000 Euro Rechtsform:
GmbH, AG, GbR Betriebsklima: z. B. gut, mittel, schlecht

517
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Kundenzufriedenheit: z. B. hoch, mittel, niedrig Sitz der Zen-
trale: z. B. Bottrop-Kirchhellen, Aachen, Saarbriicken, New
York Wert der Immobilien: 1 Mio. Euro, 100 000 Euro Griin-
dungsjahr: 1950, 1972, 2010

. Mitarbeiterzahl: quantitativ diskret Familienstand des Chefs:

qualitativ nominal Hergestellte Produkte: qualitativ nomi-
nal Qualitdt der Produkte: qualitativ ordinal Umsatz eines
Jahres: quantitativ diskret Rechtsform: qualitativ nominal
Betriebsklima: qualitativ ordinal Kundenzufriedenheit: qua-
litativ ordinal Sitz der Zentrale: qualitativ nominal Wert der
Immobilien: quantitativ diskret Griindungsjahr: qualitativ no-
minal

15.2

MMA; | n; h;
600 | 1 |0.025
800 | 3 | 0.075
850 | 7 | 0.175
900 | 3 |0.075
1000 | 7 | 0.175
1200 | 3 | 0.075
1300 | 1 | 0.025
1400 | 4 | 0.1
1500 | 3 | 0.075
1700 | 1 | 0.025
1800 | 1 | 0.025
2000 | 3 | 0.075
2500 | 2 | 0.05
2700 | 1 | 0.025

0, x< 600

0.025, 600 <x< 800
0.1, 800 <x< 850
0.275, 850 <x< 900
0.35, 900 <x < 1000
0.525, 1000 <x < 1200
0.6, 1200 < x < 1300
0.625, 1300 < x < 1400
0.725, 1400 < x < 1500
0.8, 1500 < x < 1700
0.825, 1700 <x < 1800
0.85, 1800 <x < 2000
0.925,2000 < x < 2500
0.975,2500 <x < 2700
1,2700 <x

Fao(x) =

S

1.2

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

.(a) 0.35
(b) 0.2
(c) 0.45
. Xmed = 1000, xnoq = {850; 1000}, x = 1271.25
A; | h | d | ki
[600; 1000] | 0.525 | 400 0.0013125
(1000; 1500] | 0.275 | 500 0.00055
(1500;2000] | 0.125 | 500 0.00025
(2000;2700] | 0.075 | 700 | 0.0001071428571
00014
00012
0.001
0.0008
00006
00004
00002
[u] S0 1000 1500 2000 25001 3000
0, x < 1000
0.525, 1000 <x < 1500
Fao(x) = 0.8, 1500 <x < 2000
0.925,2000 <x < 2700
1,2700 < x
1+ h------I—————O
09 1
0.8
0.7 4
0.6
0.5
04 -
03 ¢
0.2 -
0.1 +
0 0'—‘7

500 1000 1500 2000 2500 3000



0, x < 600

0.0013125(x — 600), 600 < x < 1000

0.525 4 0.00055(x — 1000), 1000 < x < 1500

0.8 + 0.00025(x — 1500), 1500 < x < 2000

0.925 + 0.0001071(x — 2000), 2000 < x < 2700
1,2700 < x

Fio(x) =

500 1000

1500 2000 2500 3000

X = 21.04461538, s = 6.2332281, Qozs = x4 = 17.34,
Qo5 = X0y = 24.39,V = 0.296191115.

Kapitel 16
16.1
1.
b g S | Mie
Al6 3 1[10
B|0O 3 3|6
C|5 3 1|9
ny |11 9 5|25
2.
b g S Summe
Al 06 03 0.1 1
B| 0 05 05 1
C|055 033 0.11 1
b g s
A | & 4 02
B 0 1 06
c |2 1 o2
Summe | 1 1 1

3. x* =749, K = 0.48026, K, = 0.588195979.
4. Da K, # 0, sind die Merkmale nicht unabhingig.

Anhang B: Losungen

16.2
rs, = —0.595238095

16.3
1.

250

y = 8.3328x+ 78.372
200 R?=0.8903 _»
. :,_,/’.'/
150 - =
,,4/2/
..’—"

100 -

50 -

o - . T

0 2 a 6 8 10 12 14 16

2.y =17.837181664 + 8.332767402x

3. ry = 0.943561732, B = 0.890308742

4. 170.03 Mio. Euro. Bei sehr viel groeren Eingabewerten ist
die Verlidsslichkeit des Modells nicht gewihrleistet!

Kapitel 17

171

a) 2 = {{0,0},10, 1}, {1, 1}}

b) 2 = {(0,0).(0, 1), (1,0), (1, 1)}

¢) 2 = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0), (1,0, 1),
(1,1,0),(1,1, 1)}

d) 2 ={{0,0,0},{0,0,1},{0,1,1},{1,1,1}}

e) 2 ={(i,j,b)|i.j k € {r,g1.82.51.52.53.54.55.56. 57, 58, 59,

S0}, L #J # k}

17.2

a) 0

10
b) 316
c) %
d) =

17.3

a) 0.15
b) 0.2
¢) 0.8
d) 0.95

174
0.808510638

17.5

1.
0.98 - p

0.93-p +0.05

519
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2 p =20.005: 0.089661482 17.15
p=001: 0.165261382 a) EE)) gggg;‘i
p=20.05: 0.50777202 () 0.174128
p=0.1: 0.685314685 b) 221.29
17.6 17.16
a) 3z = -3 Stochastisch unabhingig a) E[X] = L.Lx, Var(X) = 0.25x*

1

b) E[Y] = 1.1x, Var(Y) = 0.05x>

b) 0 # % -5 Nicht stochastisch unabhéngig
c) 31—6 = % . é Stochastisch unabhiéngig
1

¢) Man sieht, dass die zweite Investitionsmethode im Durch-
schnitt einen identischen Gewinn erbringt, aber bei deutlich
geringerem Risiko im Vergleich zur ersten Investitionsmetho-

d) % #* % -5 Nicht stochastisch unabhéngig

e) % = % . % Stochastisch unabhingig

17.7
0.9145688

17.8
Alternative 1: 5 000 Euro, Alternative 2: 4 300 Euro.

17.9

a) Zuerst muss Thnen klar sein, dass beide Aufgabenteile a) und

b) identisch sind!

(i) 0.528215883

(if) 0.52822
17.10

a) 0.25412184
b) 0.80589565
c) 0.44822619
17.11
a) 1%

b)

Glx) = 2 L 1<x<5s

17.12
a) E[X] = 1
b) E[X?] = 1.2, Var(X) = 0.2

17.13

a) %

b) ;

0% =2
dy &

17.14

a) 0.049663658
b) 0.000553084
¢) 0.000553084

de (gemessen an der Varianz).
d) (a) 0.826446281
(b) 0.165289256

17.17

a) 0.980301 bzw. 0.765861
b) 0

Kapitel 18

18.1

a) Erwartungstreu sind A, C und E.

b) Var(A) = 3162, Var(C) = 302, Var(E) = 102. Also besitzt

E die kleinste Varianz.

18.2
a) Poisson-Verteilung
b)
2
4
I'(A) = @—24:0:/&:2.5
c)

kK o 1 2 3 4 5 6 >7

h(k) | 0.083 0.208 0.25 0.208 0.125 0.083 0.042 0

kK Jo 1 2 3 4 5 6 =1

PX = k)| 0.082 0.205 0.257 0.214 0.134 0.067 0.028 0.014

2. Die Schitzung ist offensichtlich sehr gut.

18.3
[4.266654762;4.733345238]

18.4

a) [50.36825508; 57.63174492]
b) [3.4925:9.2696]

18,5

[4.301463409; 4.698536591]



18.6

a)Hy: n>750 A: u <750
Lehne H ab, falls x < 750 — x¢.95 - ‘5—‘

b) Da 748.84 > 748.68, kann H, zum Niveau 5 % nicht abge-
lehnt werden. Der Abnehmer kann also keinen Preisnachlass
fordern.

c) B = 0.19489447

d)n > 34.269316, also miissen mindestens 35 Dosen gepriift
werden.

e)Hy: n <750 A: u>750
Lehne H, ab, falls x > 750 + x 95 - ‘5—‘ = 751.32

18.7

Da 11.5 > 10.47396789, kann H, zum Niveaus 1 % nicht ab-
gelehnt werden. Das Unternehmen muss die Hypothese also
revidieren.

18.8

a)Hy: 02 =036<750 A: o2#036
Da 10.4 > 0.48 und 10.4 < 11.14, kann Hy zum Niveau 5 %
nicht abgelehnt werden.

b)Hy: 0f <0} A: o} >o03
Da % = 1.035 < 11.4, kann Hy zum Niveau 1 % nicht
abgelehnt werden. Die Behauptung, dass Aktie A riskanter

ist, wird nicht gestiitzt.

18.9

Hy: p1 =0.3,py =0.35,p3 = 0.15,p4 = 0.1,p5s = 0.1 gegen
A : mindestens ein p; # p;

DaV = 4.8643 > x%(0.99) = 13.28, kann H zum Niveau 0.01
abgelehnt werden. Die Verteilung sollte also revidiert werden.

18.10

Hy : Es liegt eine exp(0.25)-Verteilung vor. gegen A: Es liegt
keine exp(0.25)-Verteilung vor.

A | p | np |k
[0:1] | 0.221199216 | 6.63597648 | 0
(1:3] | 030643423 | 9.190269 | 9
(3:5] | 0.185861755 | 5.57585265 | 13

(5:00) | 0.286504796 | 8.59514388 | 8

Anhang B: Losungen

Dan-p; > 5 fiir alle Klassen gilt, miissen keine Klassen zusam-
mengefasst werden.

Da V = 16566243 > »3(0.95) = 7.81, kann Hy zum Ni-
veau 5 % abgelehnt werden. Die Lebensdauern scheinen nicht
exp(0.25)-verteilt zu sein.

18.11

Hier ist A unbekannt, es muss also zuerst geschitzt werden.
Da der Erwartungswert der Exponentialverteilung gerade % ist,
konnen wir also den erwartungstreuen Schitzer x f}ir den Er-
wartungswert benutzen. Also gilt: i = 54, also ist A = 5l4. Es
muss also direkt berticksichtigt werden, dass beim Ablesen des
x2-Werts noch ein Freiheitsgrad fiir den geschiitzten Parameter
abgezogen wird.

4 P nep |
[0:15] | 02425 12.125 | 2
(15;30] | 0.1837 | 9.185 | 7
(30;45] | 0.1392| 6.96 | 7
(45;60] | 0.1054 | 527 |10
(60;.90] | 0.1403 | 7.015 | 12

(90;120] | 0.0805 | 4.025
(120;180] | 0.0727 | 3.635 | 4
(180;00) | 0.0357 | 1.785 | 2

Da die letzten drei Klassen die Bedingung n - p; > 5 verletzen,
werden sie zu einer Klasse zusammengefasst:

4 P np |
[0;15] | 0.2425 | 12.125| 2
(15;30] | 0.1837 | 9.185 | 7
(30;45] | 0.1392 | 6.96 7
(45;60] | 0.1054 | 5.27 | 10
(60;.90] | 0.1403 | 7.015 | 12
(90;00) | 0.1889 | 9.445 | 12

DaV = 1745 > x2_,_,(0.95) = x3(0.95) = 9.49, kann
Hy zum Niveaus 5 % abgelehnt werden. Die Abfertigungszeiten
scheinen also nicht exponentialverteilt zu sein.
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